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Uber erzwungene Schwingungen bei endlichen 
Amplituden. 


Von 


Georg Hamel in Berlin. 


Es diirfte niitzlich sein, zuweilen die allgemeinen Fortschritte, welche 
die Analysis in den letzten Jahren gemacht hat, an einem bestimmten 
Beispiel zu priifen. Das soll hier an einer Aufgabe geschehen, die tech- 
nisch und physikalisch wichtig ist und der Herr Duffing eine Monographie 
in der Sammlung Vieweg (Nr. 41/42) gewidmet hat’): 

Ein Pendel, das der Wirkung der Schwere unterworfen ist, wird 
auBerdem von einer periodischen Kraft angeregt. Bei Einfiihrung geeig- 
neter MaBstibe lautet die Differentialgleichung fiir den Ausschlagwinkel z 

d’z 8.: — 

ae + a*sinz = fsint, 
wo «, 8 gegebene Konsiante sind, Sie ist also nicht linear. Herr Duffing 
setzt angenahert sinz ~ x —j}2*, nimmt die Existenz einer Lésung von 
der Periode 22 an, approximiert sie in rohester Weise durch x = A sin#, 
also das erste Glied der Fourierschen Entwicklung, und findet nach verschie- 
denen Methoden fiir A eine Gleichung dritten Grades 

(1-3)4-f- 34", 
die er genau diskutiert. Es zeigt sich, daB sie zuweilen, namlich stets 
fiir «<1, aber auch noch fiir « >1 und hinreichend groBe f, nur eine 
Lésung hat, die dann negativ ist, dagegen fiir « >1 und hinreichend 
kleine 8 drei Lésungen, von denen zwei positiv sind und eine negativ ist. 
Nur die kleinere der beiden positiven Lésungen im letzteren Falle entspricht 
der bekannten Lésung der linearen Gleichung @ + «*z = fsiné und geht 
fiir hinreichend kleine f in diese iiber. Dementsprechend zeigt auch der 
Versuch bei Steigerung von f, namentlich wenn @ dicht oberhalb 1 liegt, 


1) ,,.Erzwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigenfrequenz“ 1918. 
Mathematische Annalen. 86. 1 
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ein plétzliches Uberschlagen einer erregten Schwingung mit gleicher Phase 
(A > 0) in eine erregte Schwingung mit entgegengesetzter Phase (A < 0): 
B ist dann so groB geworden, da8 nur mehr eine negative Lésung der Glei- 
chung dritten Grades existiert. 

Herr Horn’) hat bereits die vorliegende Differentialgleichung behandelt, 
seine Methode ist aber nur bei hinreichend kleinem § brauchbar und auch 
nur, wenn « keine ganze Zahl ist (siehe § 4). 

Wir wollen die Differentialgleichung des Herrn Duffing in der ur- 
spriinglichen Form hier etwas genauer untersuchen. 


§ 1. 
Nachweis der Existenz periodischer Lésungen. 
Die Differentialgleichung #-+-a*sinz=fsint gehért zu dem 
Variationsproblem 


2a 
J f oe «* cos z + rf sint| dt = Min. 

0 
Die periodischen Lésungen ergeben sich dadurch, daB man verlangt, an 
den Grenzen 0 und 22 habe xz denseJben Wert. Das Verschwinden der 
ersten Variation gibt dann nicht nur die Differentialgleichung, sondern 
auch die Gleichheit von # an den Grenzen und damit die Periodizitat. 
Nun ist J nach unten beschrankt, also die Existenz einer unteren Grenze 
sichergestellt ; denn es ist nach einmaliger partieller Integration des letzten 
Gliedes 


2x 
J = J [p4*+ 0s. + £8 cost) dt 


0 
8x 


in ge 4+ B cost)” + «* cosa — : p° cos*t| dt 
1 


22 
_— er Poet - 
_f — a* 5B cos*¢|dt = — \a*?+ jb) 2x. 
0 
Betrachtet man statt J das Integral 
2x 


J,= TE (¢ + Boost)” + a*(1+ cos x)| dt, 
0 
so gehért J, = Min. zur selben Differentialgleichung und hat einen stets 


positiven Integranden. 


*) Horn: Uber kleine, endliche erzwungene Schwingungen, Archiv Math. Phys. 
28 (1920). 


Erzwungene Schwingungen endlicher Amplituden. 8 


Weiterhin ist die zweite Ableitung des Integranden nach # gleich 1 
und also stets positiv. Mithin ist das Variationsproblem nach der Aus- 
drucksweise Hilberts*) ein regulires. llerdings gilt das nur, solange 
dt>0, d.h. Kurven betrachtet werden, fiir die z eine eindeutige Funk- 
tion von ¢ ist. Es kénnte also noch sein, daB die Kurven, deren J, sich 
der unteren Grenze nahert, immer steiler wiirden und keine Grenzkurve 
mit endlichem ¢ beséBen. Wenn wir aber noch zeigen, daB wir uns von 
vornherein auf Kurven mit begrenztem < beschrinken kénnen, so lassen 
sich die Betrachtungen von Hilbert*), Carathéodory*) u. a.*) auf unser 
Problem iibertragen. D.h. es la8t sich die Existenz mindestens einer 
periodischen Lésung behaupten. Da die Art der Aufgabe Lésungen mit 


; : af | he : i. , ? 
Knicken ausschlieBt, ((3f) = (51), fihrt zu ¢, = #,) muB8 diese Lésung 
zugleich eine Lésung unserer Differentialgleichung mit stetiger Tangente 


sein. Wegen der Periodizitat des Integranden kann angenommen werden, 
daB der Anfangs- und gleiche Endwert von 2x zwischen 0 und 22 liegt. 


2 
Da weiter nach der Differentialgleichung be < a*+ £B ist, ergibt sich 
| 


bei den Integralen der Differentialgleichung fiir die Differenz irgend zweier 
&-Werte, | Az|<|a*+ 8|22. Da sicher wegen der Periodizitat fiir alle 
in Betracht kommenden Kurven irgendwo ¢=0 sein muB, kann 
&\|< 2n(a*--8) und somit |2| < 22+ 42*(a*+ 8) angenommen 
werden. Demnach lassen wir zur Konkurrenz nur solche Kurven zu, fiir 
die 

1. |w| 5 2a+ 427 (a*+ £); insere Kurven liegen also in einem be- 

stimmten Rechteck der z, t- Ebene. 

2. |¢| << 2n(u*+ £). 

Unter diesen Kurven gibt es jetzt nach den oben zitierten Beweis- 
methoden sicher eine, welche J, zum Minimum macht, die nebst ihrer 
ersten Ableitung stetig ist und sich aus Stiicken zusammensetzt, die ent- 
weder Lésungen der Differentialgleichung sind oder dem Rande des Gebietes 
angehéren, oder aber Gerade der Grenzsteilheit + 22(a*-+- #) sind. 

Die Ungleichheit 2. schlieBt das Erreichen der Grenzen des Ge- 
bietes aus, aber auch Grenzgerade der Steilheit + 22(a*+ 8) kénnen 
nicht vorkommen. Denn sonst miiBte es einen verbindenden Extremal- 
bogen geben, fiir den an den Grenzen ¢ = + 22(a*+ 8) und zwischen- 


*) Hilbert: Uber das Dirichletsche Prinzip, Jahresberichte der D. M. V. 1899, 
Math. Ann. 59 (1901). Noble: Dissertation Géttingen 1901. 

*) Carathéodory: Math. Ann. 62 (1906). 

5) Weitere Literaturangaben in Bolzas Variationsrechnung. Siehe auch Birkhoff: 
Dynamical systems with two degrees of freedom. Transactions Am. Math. Soc. 18 
(1917). 
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durch irgendwie ¢ = 0, was nach obigem ausgeschlossen ist. Mithin kann 
die Kurve, welche das Minimum erzeugt, nur eine stetige Lésung der 
Differentialgleichung sein, w.z.b.w. Es kann aber mehrere periodische 
Lésungen geben. 


§ 2. 
Das Ritzsche Verfahren‘). 
Man sieht leicht, daB das periodische z von der Form 
z= Asint + A, sin 3¢ + A, sin5¢+... 


ist. Es liegt demnach nahe, x durch eine entsprechende endliche Summe 
zu approximieren und nun die Koeffizienten A so zu bestimmen, daB J 
ein Minimum wird. Wegen der Schwierigkeit der Ausrechnung will ich 
mich wie Duffing zunachst auf die roheste Annaherung z= Asint be- 


schranken. Man erhilt so 
22 


14° + «| cos (A sint)dt +- Afna = Min. 
0 
und daraus 
22 
of 
4 A- «! {sin tin (4 sint)dt+ f= 0, 
~ 0 
oder, wie man leicht durch Reihenentwicklung 
nachweist, 


Fig. 1. (I) A— 2a*J,(A)+fp=0, 


A A\? 1 (A\4 1 
J,(A)= $(1- (3) 21° (5) ‘saa---) 


die bekannte Besselsche Funktion ist. Bricht man die Entwicklung beim 
zweiten Gliede ab, so erhalt man die Duffingsche Gleichung, doch leitet 
Herr Duffing auch in einer Anmerkung (Seite 75) unsere Gleichung (1) 
ab. Um die Gleichung (1) zu lésen, wird man die beiden Kurven 





1 
y=2J,(4) und y= A+ 48 


zeichnen und zum Schnitt bringen (Fig. 1). Man erkennt das Duffingsche Re- 
sultat im wesentlichen wieder. Fiir « <1 gibt es sicher eine und nur eine 


Lésung und diese ist negativ; desgleichen noch fiir « >1 und groBe f 


dagegen fiir «@ >1 und hinreichend kleine 5 gibt es drei, fiir sehr kleine § 


*) Ritz: ,,Uber eine neue Methode zur Lésung gewisser Variationsprobleme der 
mathematischen Physik‘, J. f. Math. 186 (1908); Oéuvres, S. 192. 


Erzwungene Schwingungen endlicher Amplituden. 5 


sogar fiinf und noch mehr Lésungen. Ob aber letzteren wegen des dann 
sehr groBen A irgendeine physikalische Bedeutung zukommt, mu8 dahin- 
gestellt bleiben. Um das Ritzsche Verfahren weiter auszudehnen, miiBte 
man die Fouriersche Entwicklung des Sinus einer periodischen Funktion 
beherrschen. Dariiber vielleicht ein anderes Mal. 


§ 3. 
Versuch einer Fehlerschatzung. 
Es sei ein A nach (I), § 2, bestimmt. Man ersetze in der Differential- 


gleichung 8 durch 2«*J,(A) — A und z durch A siné-+-y. Man erhalt fiir y 


2 
<¥ + a*sin(y + A sint)—2a*J,(A)sint. 
Sehen wir y als klein an, vernachliassigen héhere Potenzen von y und 
kontrollieren, ob wenigstens kein Widerspruch entsteht. Die Vernach- 


lassigung ergibt 
t 
“+ + «*cos(A sint)y = «*[2J,(A)sint — sin(Asiné)), 


oder wegen der leicht nachzuweisenden und auch bekannten Entwicklung 


Ms 


sin(A sint) = 2 ” Jany3(A)sin(2n +1)8, 


| 
°o 


a" 5 ; 
(II) i+ «*cos(Asint)y = — 2a? >) Jens1(A)sin(2n + 1)é. 


n=1 


Das gréBte Glied der rechten Seite ist —$'A*sin3t. Nun hat Herr 


Duffing mit Werten von a experimentiert, die nahe bei 1 liegen. Seine 
Werte von A liegen bei }9, so daB das genannte gréBte Glied etwa den 
Maximalwert von ;}, hat. Da sowohl die héheren Glieder von J, als 
auch J,,J,,... fiir Werte von A<1 auBerordentlich schnell abnehmen, 


kann die ganze rechte Seite dauernd auf weniger als ;+,, geschatzt werden. 


Hat die homogene Gleichung 


(III) © + a? 008 (Asint) y — 


das Fundamentalsystem y, und y,, so daB 
y,(0)=1, ¥,(0)=0, y,(0)=0, y,(0)—1, 
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so lautet die Lésung von(II), welche fiir ¢ = 0 verschwindet (nur solche 
kommen fiir periodische Lésungen in Frage) 


t 
y =Jlm (t) ys(t) — yo (t)y,(t)] p(t)de+Cy,(#), 


wo p(t) zur Abkiirzung fiir die rechte Seite von( II) gesetzt ist. Damit y 
periodisch sei, ist notwendig und hinreichend, daB y,_. —0 sei; also 


1 r — - 
a ~ gata] (94) 9900 - ¥g(%) y, (t)| p(t)dr. 


Mithin hat (II) eine periodische Lésung, die endlich bleibt und mit p(t) 
klein wird, wenn y,(2)+0 ist. Denn y,(#)y,(t)— y,(t)y,(t) hat als 
Lésung von (III), die fiir ¢ + verschwindet und die Ableitung 1 besitzt 


solange A < . ist, was wir annehmen wollen| als nach unten konkave 


Funktion im Interval] 0 bis 2 einen Wert, der sicher kleiner als z bleibt. 

Da y, die ungerade Lésung von (III) ist, hat y,(2) nur dann den 
Wert 0, wenn (III) eine Lésung von der Periode 22 besitzt, was nur fiir 
gewisse Ausnahmewerte von a vorkommt. Es ist leicht zu sehen, daB 
fiir « <1 ein solcher Ausnahmewert ausgeschlossen ist. 

Denn 

#+a*zx=0 
hat den ersten Ausnahmewert fiir «=1; mithin hat (III), weil 
«*cos(Asiné)<«* ist, nach bekannten Sitzen einen gréBeren ersten 
Ausnahmewert, w. z. b. w. 

Da ferner (III) fiir Werte von a* unterhalb des ersten Ausnahmewertes 
zum stabilen Typus gehért, so bleiben alle Lésungen von (II) dauernd klein, 
wenn die Anfangswerte von y und y’ klein sind. Die gefundene Lésung 
st also bis zum ersten Ausnahmewert von «*, der iiber 1 liegt, sicher stabil. 

Eine obere Schranke der Stabilitatsgrenze lat sich auch angeben. 


Es sei | A| < >: Dann ist cos(Asint)> cos A und also das erste Aus- 


nahme-« der Schranke «*cosA <1, dh. a< ! _ unterworfen. 


ycos 
§ 4. 
Die Methode der Integralgleichungen. 
Ist 
d*z 
= t 9 
ae’ P\s) 


wo p(t) eine ungerade Funktion der Periode 22 ist, so lassen sich die 
ungeraden periodischen Lésungen der vorstehenden Gleichung 
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=fK(t, t)p(t)dt 
0 
schreiben, wo der Kern 


t(- th wenn t <1, 
+ j 


K(t, 1) = - \Tsinnt einnr 


Caf 3 
wt ™ r(£—1), wenn t>+ 


Mithin kommt die Bestimmung der periodischen Lésungen von 


irerr . 
a +e sinz = fsint 


auf die Auflésung der nicht linearen Integralgleichung 
(IV) a(t)= —a*f{ K(t, r)sinz(t)dt— faint 
0 


hinaus. Von dieser Gleichung kennt man die samtlichen Lésungen fiir 
&=0. Fir «a? <1 ist es nur x= 0, fiir a* >1 gibt es noch eine zweite, 
eventuell mehrere, denn 

2 
(V) a + o* sin z = 0 

at* 


hat als allgemeine Lésung eine elliptische Funktion mit einer reellen 


Periode gréBer als =. Soll also diese Periode 22 oder der n-te Teil 


, 1 . ° . . 
davon sein, so muB 2 = d.h. « >n sein. Da die Amplitude mit der 
a 


Periode monoton wachst, ist sie durch die Periode bestimmt. Je nachdem 
also O<u<1, l1<a<2 ist usw., hat (IV) fiir =O eine zweite, 
dritte usw. bestimmte Lésung, namlich auBer x — 0, noch 


. £ - gp B,(v,T) 
sin 5 = sin 5, b(0,3) 
wo @ der maximale Ausschlagwinkel, 
a at Ds mnt wes 
oe. fess h = e**", 
ferner wegen e, — e, = 1, 
2 ; 
t= 1+4+2h+2h'+2h'+..., 
anti ontions 4 
Vk sin 2 — = ee 
V 2 14 2h4+2h54+2A"+... 
PG —2h+2h*—2h°+... 
Vk =ycos? =! 3s . 
2 14+ 2h42h°42h°4 





8 G. Hamel. 
o,= 2h sinva — 2h'sinSva+2h* sin5va+.. - 
3, = 1 — 2h cos 2ua + 2h‘ cos 4un — 2h* cos6ux > cede 
(Vgl. H. A. Schwarz, Formelsammlung. ) 


. , —e . » Ba , 2a 2 
Die Periode ist —. Soll sie = sein (wm =1,2,...), so muB —— =—— 


sein und also 


a 


V-=1+2h+2h*+2h"4 


woraus bei gegebenem « zunichst A und dann die anderen vorkommenden 
GriBen nach den vorstehenden Formeln zu bestimmen sind. 

Aus (IV) kann man nun zunichst leicht fiir den Fall «<1 das x 
durch schrittweise Annaherung bestimmen: 

Erste Naherung 

2, = — Psint; 
zweite Naherung 
a, = a* { K(t, r)sin(Ssinr)dt — Basing; 
0 


allgemein 
2,=— a? { K(t, t) sin Z,_,(t)dt — Paint. 
0 


Da —K stets positiv und 


na 
La+1 —-% = — at { K(t, t)(sinz, — sinz,_,)dtr 
ny 





=— «| Ki t,t )2 sin =" =! cos == Se=1dr, 
0 
also 


x 
Inti — Tn| < — «a? f K(t,t)|\2_ — %q-,|dt 
0 


<(—a*)*""f K,_,(8, t)|%, —2,|dt 
0 
und 


lim (— 1 \*-1 f K,_,(8, t)dt=1 
0 


ist, so ist die Konvergenz klar. Ebenso beweist man leicht fiir a* <1 
die Hindeutigkeit der Lésung. 

Fiir «*>1 wird man nun nach E. Schmidt’) die Nachbarlésungen 
zu den oben angegebenen in folgender Weise bestimmen. 


*) E. Schmidt, Nichtlineare Integralgleichungen, Math. Ann. 65 (1908). 
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I. Die Nachbarlésungen zu « =0, 8=—0. 


Man entwickelt sinz in eine Potenzreihe nach z und schreibt dem- 
entsprechend 


r f z* 2° } : 
z+ a? { K(t, r)2(x)de— a*| K(t,r) Si by Dee] at — Bsine. 
0 0 ms 
1. He sei « keine ganze Zahl. Man lost erst 
S, 4+a*fK(t,r)a,dr = — Bsint 
0 
oder 
#,+a*x,=—fsint, d.h. 2,=—--;siné. 


Diesen Wert setzt man rechts ein, behalt Glieder bis p* bei und be- 
rechnet eine neue Naherung usw. Das Verfahren kommt darauf hinaus, 
die Differentialgleichung so zu lésen, daB man sie 


ae ¢ ({z* ‘ x* ‘ 
#-+ a*az = at (e =...) +fsint 
schreibt und nun sukzessive z, aus 
*. , a 
#,+a°2,—fsint zu z,———;sint, 
dann x, aus 
3 
2, + a*z, = as {+- B sint 
bestimmt, usw. Nach E. Schmidt konvergiert das Verfahren fiir hin- 
reichend kleine £8. Das Verfahren ist wesentlich das gleiche wie das des 


Herrn Horn?). 


2. He sei «=m eine ganze Zahl. Dann hat K den Eigenwert m 
und die Eigenfunktion sinmt. Man bilde den neuen Kern 
K (t,x) + 2 Setane* _ F (6,1), 


der nicht mehr den Eigenwert m hat, und lése 


z+ m* f E(t,2) au(t)dt = f(t) 
durch 
a= f(t) + f€(t,+) f(x)dr. 


Die urspriingliche Integralgleichung schreibe man mit der Abkiirzung 


2 {2(x) sin mtdt =z 
0 
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in folgender Weise: 


z+ m* { B(6,x) 2(2)de = sins - psint + m*| K(4,2)[S— 2...) de 
0 0 


und nun verfahre man genau so schrittweise wie vorher, also bestimme 
man zuerst z, aus 


az, +m* f E(t,t) x, (t)dt =z sin mt — f sint, 
vu 


dann z, aus 
a ~ . 
rm +m? { B(t, t)z,dt = z sinmt — £# sin t + m? | K (t, t) Gidr 
0 0 


usw. Die Unbekannte z ergibt sich aus der sogenannten Verzweigungs- 
gleichung, d. h. daraus, da8 stets 2/2 sin mtdt =z sein muB. 
0 
Fiihrt man die Rechnung durch, was dem Leser iiberlassen bleiben 
mége, so kommt man auf folgendes héchst einfaches Verfahren: 
Man schreibt die Differentialgleichung wie vorhin: 


az* z® \ 


z + m?z =m? (= eee TTY + B sint. 
3! 5 / 


Wenn m+ 1 ist, beginnt man wie vorhin: Erste Naherung 


B , 
v= 53] 8m t. 





Diese setzt man rechts ein usw. Kommt nun Resonanz vor, d. h. tritt 
rechts ein Glied mit sin mt auf, so ignoriere man es einfach bei der Be- 
stimmung der neuen Naherung und fiige statt dessen ein Glied mit z sin mét 
hinzu, wo dann das zunachst unbekannte z hinterher so bestimmt wird, 
daB rechts sewie links kein Glied mit sin m¢ vorkommt; d.h. die Ver- 
zweigungsgleichung lautet: 


3 ( z* \ s ; : . ‘ 
m wi -h) sin médt-+- £ | sint sin mtdt = 0. 
0 uv 


Es ist dies eine Gleichung fiir z, das in x vorkommt. 


Wenn «=m =1 ist, so ist die erste Naherung = zsin#¢ zu setzen 
und dann weiter so zu verfahren wie vorhin. Die Verzweigungsgleichung 
kann mehrere Wurzeln haben und demnach auch die vorgelegte Differential- 
gleichung mehrere periodische Integrale. _ 
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Il. Nachbarlésungen zu B= 0, x + 0. 


si ie a [,  @ o, 2 yo Y 8,) m : 
Ist fiir 6 = 0 sing = Vsin> ®, oder z = 2arcsin |Vsin £ % = 6(t), 
so setze man allgemein 


z=O6(t)+y 


und entwickle sinz = sin(@-+ 7) nach Potenzen von 7. Da @ Gleichung (IV) 
fiir 6 = 0 befriedigt, folgt aus (IV) 


7=— [x In cos § — . sin § — . cos 0 ...| dz — Bsint. 
0 
Nach E. Schmidt hat man jetzt die Integralgleichung 
(VI) n + a* f K(t,r) cos@(r) (tr) dt = f(t) 
0 
durch 1 
n=f(t)+ f(t) f(r) dr 
0 
zu lésen und hier rechts zuerst f(t)— —fsint, dann schrittweise 


. 8 . . . 
— B sin t — a {K (— eS sind) de usw. einzusetzen mit den vorstehenden 


Naherungen fiir 7. So, wenn a* kein Eigenwert von (VI) ist. Ist aber «* 
ein Eigenwert von K(t,1r)-cos@(r), so fiihre man statt dieses Kernes einen 
neuen Kern E = K-cos@ + ¢(t) y(t) ein, wo p(t), w(t) noch in weiten 
Grenzen so gewahlt werden kénnen, daB jetzt «* kein Eigenwert von Z 
ist, und verfahrt nun dhnlich wie vorhin unter I. beschrieben. Fiir die 


Durchrechnung geht man auch hier wieder am besten von der Differential- 
gleichung aus, die man 

ms is “. . s [e* . n® | 

7 + a*» cos8 = B sint+ a lar sin 9 +- 37 cos 6. ..| 
schreibt und nun schrittweise integriert, indem man erst 


ij, + a*n, cos = £ sint, 
dann 


ij, + «*, cos = B sint + ge tt sin 6 
usw. lést. Kommt Resonanz nicht vor, so folgt aus den Untersuchungen 
E. Schmidts die Konvergenz des Verfahrens fiir hinreichend kleine £; ob 
sich die Schwierigkeit im Fall der Resonanz ebenso leicht wie im Falle I 
beheben 148t, miiBte noch untersucht werden. Grundsitzlich ist aber auch 
jetzt nach dem oben geschilderten Verfahren zu handeln. 
Mit Hilfe der Integralgleichungen beherrscht man also die Falle 


1. «<1, B beliebig; 2. 8 hinreichend klein, @ beliebig, prinzipiell voll- 
standig. 
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§ 5. 
Eine neue Methode, 
auf die ich hoffe an anderer Stelle ausfihrlicher zuriickzukommen, verfahrt 
folgendermaBen: Man interpoliere die rechte Seite der Differentialgleichung 


d*z e.: P 

—; =—a*sinz + £ sint 

dt 
in geeigneter Weise mit unbestimmten Koeffizienten, also etwa bei Be- 
schrankung auf zwei Glieder durch 


(1) —a'*sinz+ fsint ~ Bsint+C sin 3t. 
Integration ergibt dann 
(2) 2 rs — Bain t — 50 sin 3¢. 


Die beiden, im allgemeinen einander widersprechenden Gleichungen (1) 








und (2) bringe man nun mit Hilfe der noch zur Verfiigung stehenden 
Konstanten B und O an zwei Stellen zur Ubereinstimmung, wo sie nicht 


schon von selber gleiche Werte haben, (¢ = 0 und t= 2), etwa fiir t = — 


4 ’ 
wo z=2, sei, und fir ‘=<, wo z=2, sel. Fiir $= ** wird dann 
die Ubereinstimmung von selber da sein. 


Also 
—a*sin 2, +65 V2 = BL V2+01 V2, 
2,=- B5V2—10+ V2, 
—a*sinz,+f=— B—C, 
z= —~B+50. 
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Aus diesen vier Gleichungen sind z,, z,, B,C zu berechnen. Elimi- 
nation von B und C gibt 


= ; V2p+ ; V22, —_ 5 Via? sin 2,, 
zt, = ib+ ; V2 2, — ; V2 «* sin z,. 
Diese beiden Kurven lassen sich leicht zeichnen und zum Schnitt bringen. 
Man sieht aus der Figur, daB die Kurven, die sich um zwei Geraden 
sinusférmig herumschlangeln, sicher immer mindestens einen Schnittpunkt 
gemein haben. Wenn « groB genug ist, kénnen auch mehrere Schnitt- 


punkte da sein. Es ist leicht zu beweisen, da8 fiir «a <1 nur ein Schnitt- 
punkt méglich ist; denn fiir die erste, im Mittel steilere Kurve ist 


($2) = : v2 — M V2 «* cosy, > V2 a V2a*, 


dz, 
fiir die zweite 


(S*) ~ 1 ae __ 1 9 
\dz, » bs 12 S 5 5_ 1 Bo ta"). 
—y2— q vee cos ¥/, qZv2-q7vte 


> (4) , Wie es fiir einen zweiten Schnittpunkt sein miiBte, 
a/ i 


iq 


. (dz 
{ : 
Also ist \d ) 


nur méglich, wenn 


woraus «? > 1 folgte. 


Berlin, im Oktober 1921. 


(Eingegangen am 12.10. 1921.) 








On the existence and closure of sets of characteristic 
functions. 


Von 


O. D. Kellogg in Cambridge (U.S. A). 


The following lines give a brief and simple proof of the existence 
of characteristic functions for the symmetric kernel’), and then point 
out that the complete sets of such functions which arise from the usual 
self-adjoint differential equations with self adjoint boundary conditions are 
closed, not only with respect to continuous functions, but also with re- 
spect to summable functions. 

The existence proof is based on a theorem due to Ascoli*), to the 
effect that if an infinite sequence of functions [f,(z)], or f,(z), f,(2), 
f,(z),... is bounded and “equicontinuous”, it contains an infinite sub- 
sequence which approaches uniformly a continuous limit function. By 
“equicontinuous”, we mean characterized by the existence of a positive 
number 6, corresponding to each positive «, such that for all +, 
\f,(%_) — f,(#,)| Se whenever |z,—2z,|<6. The bound also is to ve 
independent of n. 


Let K(z,y) be symmetric in the square a<r<b, ax<y<b, 


b 
and let SK’ (2, y)dy exist and be somewhere positive, but nowhere 


greater than some constant B”. Further, we assume that to any posi- 
tive e there corresponds a positive 6, independent of y(y), such that 


b 
S wly) K (2, y)dy varies by less than e« when z assumes any two values 


differing by less than 6, y(y) being any summable function with sum- 


*) For the termimology and for his elegant proof of the theorem, see E. Schmidt : 
Entwickelung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener, Diss. Géttingen 
1905, p. 18. 

*) Memorie della R. Acc. dei Lincei 18 (1883), pp. 581—586. 
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mable square and norm oy; and finally we suppose K (x, y) such that 


the order of integrations in Shot) K(e, y)w(y)dydz may be inverted, 


g(a) being any continuous Senitien. These hypotheses may be verified in 
the case of any continuous kernel, or also for kernels with certain inte- 
grable singularities distributed along a finite number of regular curves 
nowhere parallel to the axes. 


Let f,(z) be one of the functions y(z) above, such that 


b 
f, (2) = Sfoly ) K(x, y)dy is not identically zero— such functions evidently 


exist. We form then the infinite sequence: 


f, (2) 
t(z) = : 


b > 
(1) {ti (e)ae 


b 
fivs (2) = J fily) K (2, y) dy. 


The hypotheses imply that the sequence so defined satisfies the con- 
ditions of Ascoli’s theorem, so that there exists a sub-sequence [/;(z)], 
j = N,, M,, My, .--, Converging uniformly to a limit, f(z). It follows that 
the sequences [f;,,(z)] and [f;,,(z)] also converge uniformly to limits 
which we denote by g(x) and A(z) respectively. We shall show that 
h(x) = f(z) 


From (1) follows 


Stes (2) fi-1(2) da = f f(a) fi(2) de ($21), 


or, denoting by n, the norm of f,(z), and employing Schwarz’ inequality, 


b 
(2) = f t.-.(2) fuss (z) dz Sm_. m4. 


Hence the numbers n;, which never decrease nor exceed B, approach a 
b 
limit n, while the integral in(2) approaches n*. Thus f [fj+2(%)— f,(x))*dx 


approaches (), whence the continuous function h(z) — f(z) = 


Again, from (1) follow the equations satisfied by f(z) and g(z): 
b 
1 
=a Sly) K (2, y)dy 


f(z) = —  faty )K(z, y)dy, 
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from which it appears that f(z) -+ g(2) is a characteristic function corre- 


sponding to the characteristic number >, and f(z) —g(z) is a characte- 


ristic function corresponding to — - . Both functions cannot be identically 


zero, since f(z) and g(z) have the positive norms n. Thus the existence 
of at least one characteristic function is established. 

As to further characteristic functions, we may state: there exists 
always an additional characteristic function in case there is a summable 
function with summable square which is orthogonal to each of the cha- 
racteristic functions already determined, but not orthogonal to K (zx, y). 
For if such a function is taken as f,(z), and the sequence (1) established, 
it will be seen that f,(z) is orthogonal to all characteristic functions to 
which f,(z) is. It follows that all summable functions with summable 
squares which are orthogonal to all the characteristic functions of 
K (z, y) are orthogonal to K(z,y). The converse is obvious. 

It should be noted that the summability of the squares of the func- 
tions f,(2) need not be postulated if K(x, y) is bounded, and such that 
the integral with respect to y of its product by a summable function of y 
is 8 summable function of z. For since a summable function is absolutely 


h 
summable, | f, (z)| < J \ fol y)|dy-Max| K (x, y)|. Thus f,(z) is bounded 


and hence has a summable square, and the properties of the members of 
the sequence (1) obtain at most one step later. The generalizations in- 
dicated by Schmidt (1. c.) as attained by the use of the iterated kernel 
manifestly have their analogues in the present case. 


An infinite set of functions [,(z)] is said to be closed, or as we shall 


express it, closed with respect to continuous functions, provided there exists 
b 
no continuous function f(z) other than zero, such that f »,(2) f(z)dz =0 
a 


for all ¢. Closure of such sets have been studied by a number of in- 
vestigators, and established in the case of the Sturm-Liouville differential 
equations and boundary conditions by Stekloff*), while Hilbert‘) shows 
this closure to be a simple corrolary of his theory of integral equations 
in a large category of cases. As the integrals involved in the definition 
of closure admit a meaning in the case of a much broader class of func- 


*) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (2) 83 (1901). Cf. also 
Westfall: Bull. Amer. Math. Soc. 15 (1908), pp. 76—78; Steckloff: Mémoires de |’Aca- 
démie Impériale des Sciences de St. Pétersbourg 30 (1911), Nr. 4. 

*) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Zweite 
Mitteilung, Nachrichten d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1904, Heft 3, p. 222. 
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tions than continuous ones, it is of interest to inquire whether such func- 
tion sets are not also closed with respect to summable functions not 
null-functions. That such is indeed the fact, I have shown®) in the case 
of ordinary linear homogeneous self-adjoint differential equations of second 
order with self-adjoint boundary conditions. The method used does not 
involve integral equations. It consists, however, essentially, in establishing 
the equivalence of a non-homogeneous differential equation and boundary 
conditions, the differential equation being satisfied at all points of the 
interval (a,b) with exception of a set of measure 0, and an integral 
equation of the first kind (see Hilbert, 1. c.): 

L(w) = (kw’)+(ug —l)w= fg 
(3) and b 
= f G(x, y)f(y)g(y) dy. 


Here, it appears that if f(z) is summable, w(z) is continuous, and ortho- 
gonal to all characteristic functions to which f(z) is. I should like to 
point out, in closing, that the methods and results admit of extension 
to a wide class of sets of characteristic functions of differential equations, 
in the direction a). of higher orders, b). of more independent variables, and 
with suitable understandings, c). of differential equations with singularities 
on the boundaries. It appears that the set of characteristic functions is 
closed with respect to all functions f(z) which yield, in the integral 
equation (3), a function w(z) which is continuous, the situation being 
similar in the case of more independent variables. 


5) Note on closure of orthogonsl sets, Bull. Amer. Math. Soc. 27 (1921), 
pp. 165—169. 


(Eingegangen am 15. 8. 1921.) 
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Zur Stieltjesschen Kettenbruchtheorie. 
Von 


Ernst Hellinger in Frankfurt a. M. 


Die folgenden Entwicklungen wollen zeigen, einer wie weitgehenden 
Anwendung Begriffsbildungen und Methoden der Lehre von den Gleichung- 
systemen mit unendlichvielen Unbekannten innerhalb der Stieltjesschen 
Ketienbruchtheorie fahig sind; sie beziehen sich stets auf den Kettenbruch 


1 b? b3 
(1) elt praca dell Poin ieee 


a,—A j\a,—A a,—A 
mit beliebig gegebenen reellen a,, a,,..., reellen nichtverschwindenden 
b,, b,,... und komplexem 1, dessen Beziehungen zu dem von Stieltjes in 
erster Linie behandelten Kettenbruch 


1 1| 1 | 1| 

ha + Te * [eat fe, ts 

bekannt sind. Die klassischen Untersuchungen von T. J. Stieltjes*) 
umfassen solche Bedingungen fiir die a,, b, (bzw. die &,), daB das 
Spektrum“ des Kettenbruches héchstens die eine reelle 4-Halbachse be- 


deckt, d. h. daB eine iiber diese Halbachse erstreckte Integraldarstellung 


der bekannten Form jo méglich ist. In einer gemeinsamen Arbeit 


0 
von ©. Toeplitz und mir*) wurde durch Anwendung der Theorie der be- 
schrankten quadratischen Formen unendlichvieler Veranderlicher der mit 
jenen Bedingungen sich nicht deckende, aber etwa gleiche Allgemeinheit 
besitzende Fall beschrankter a,,6, behandelt, in dem das Spektrum in 
einem endlichen Stiick der reellen 4-Achse enthalten ist. Im allgemeinen 
Falle wird das Spektrum die ganze reelle Achse bedecken; soweit reichende 


*) Ann. de la fac. des sciences de Toulouse 8 (1894), 9 (1895); Mém. prés. 
par div. sav. & l’acad. des sciences, Paris, 32, Nr. 2. 
*) Journ. f. Math. 144 (1914), 8S. 212—238. ~ 
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Ergebnisse hat zuerst fiir einige Falle J. Grommer*) entwickelt. Neuerdings 
hat H. Hamburger‘) im Rahmen seiner weit ausholenden, das Stieltjessche 
Momentenproblem in den Vordergrund stellenden Untersuchungen tief- 
gehende und schéne Resultate iiber Konvergenz und Integraldarstellung 
des Kettenbruches (1) in diesem allgemeinen Fall gewonnen. 

Die vorliegenden Untersuchungen gehen auf einem wesentlich anderen 
Wege an den allgemeinen Fall heran. Sie fassen das zu dem Ketten- 
bruch (1) gehérige System unendlichvieler linearer Gleichungen, das im 
wesentlichen mit den Rekursionsformeln fiir seine Naherungsbriiche iiber- 
einstimmt, als Grenzfall eines Systems von n Gleichungen mit n + 1 Un- 
bekannten auf, denen als (n+ 1)-te Gleichung eine einen willkiirlichen 
reellen Parameter h enthaltende lineare homogene Relation zwischen den 
beiden letzten Unbekannten (,,Randbedingung*) hinzugefiigt wird. Als 
Grenzwert der ersten Unbekannten entsteht der Kettenbruch; die Betrach- 
tung seiner Abhingigkeit von A ist das Haupthilfsmittel fiir den Kon- 
vergenzbeweis. Dieses Vorgehen ist vdéllig analog der Behandlung der 
Randwertaufgabe einer gewéhnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung fiir 
das Intervall (0, 0c) als Grenzfall derjenigen fiir das Intervall (0,7), und 
tatsichlich zeigt sich eine weitgehende Analogie zu den Untersuchungen 
von H. Weyl*) iiber dieses Problem. Ich fiihre die Theorie hier nur fir 
den Fall durch, da8 jener Grenziibergang ein von h unabhangiges Resultat 
ergibt; hier entsteht naturgemaé8 der Begriff der vollstandigen Konvergenz 
im Sinne von H. Hamburger. In diesem Falle wird nach der von mir*) 
friiher auf beschriankte quadratische Formen angewandten Methode kom- 
plexer Integration, die E. Hilb’) zu ganz analogem Zweck bei der Rand- 
wertaufgabe einer Differentialgleichung 2. Ordnung benutzt hat, die Stieltjes- 
sche Integraldarstellung des Kettenbruches hergeleitet. 

Die vorliegende Arbeit setzt Kenntnis der genannten Literatur nicht 
voraus; die notwendigen formalen Hilfsmittel sind in Nr. 1 zusammen- 
gestellt. Die Theorie der orthogonalen Transformation beschrankter qua- 
dratischen Formen wird nicht benutzt. 


1. Wir gehen aus von den mit den Koeffizienten von (1) gebildeten 
unendlichvielen linearen homogenen Gleichungen 


{ (a,—A)a,—b,2,=0 


(2 
— b,_,2,-,+(@, —4)2, —b,2,,,=0 (p = 2, 8, ...); 


®) Journ. f. Math. 144 (1914), S. 114—166. 
‘) Math. Ann. 81 (1920), S. 2835—319; 82 (1921), S. 120—164, 168—187. 
‘) Math. Ann. 68 (1910), S. 220—269. 
*) Journ. f. Math. 186 (1909), S. 2654. 
?) Math. Ann. 76 (1915), 8. 383—389. 
9* 
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hierin sind die a,b, beliebig gegebene reelle Zahlen, 
(3) b, +0 (p=1,2,8,...), 


4 ein komplexer Parameter. Wegen (3) kann man aus (2) 2,, 2,, --- 
rekursiv durch 2, berechnen; setzt man 


(2a) a,=1, 


so wird x,—2,(4) ein Polynom genau (p — 1)-ten Grades in 4 mit reellen 
Koeffizienten. 
Wir stellen daneben das besondere inhomogene Gleichungsystem 


(a, — A4)o, — 6,0, =1 


(4) 

| —b,_,0,-.+(¢,—A)e,—4,e,4:=9  (p=2,3,...), 
aus dem sich wegen (3) 9,, 0,,... eindeutig durch das willkiirlich bleibende 
(4a) 0, = u(A) 
bestimmen; setzen wir 
(4b) @, = u(A) a, (4) + &,_, (A) (p = 2, 3, ...), 
so ergibt sich aus (2) und (4) 
(5) hae (a, —4)k, — 6, k, = 0, 
5 

— bk. +(a,4, —A)b, —},4,8,4,=9 (p=2,3,..-), 

dh. k,=&,(A) wird ein Polynom (p — 1)-ten Grades in 4 mit reellen 
Koeffizienten. — In analoger Weise betrachten wir, indem wir 
(3a) b,=0 


einfiihren, fiir jedes g = 1, 2, 3,... das inhomogene Gleichungsystem 


) ’ 0 (p=1,2,..., p+#q) 
(8) = byes) — 2) Og Bly sce =| ' ae 


l (p=); 
es bestimmt 9, ,, 0, ,,.-- rekursiv durch 9, , = u,(4), und da seine ersten 
q — 1 Gleichungen mit den entsprechenden von (2) iibereinstimmen, wird 
(6a) Op, q = %q(4) 2, (4) (p= 1, 2,...,q) 
Oy, ¢ = U, (4), (4) + B_,, 6 (4) (p=q+l1, q+2,...). 


Dabei ergeben sich aus (2) und (6) fiir die &, .(4) die Rekursionsformeln 
74 —6,4,,,=1, (541 — 4) Bg — Oper, = 0 
Oo pt Bea gH (Oya y — ADB, — Opt php ts, g = 9 (P=2,3,...), 


d. h. &, .(4) wird ein Polynom genau (p—1)-ten Grades in 4 mit 
reellen Koeffizienten; ferner ist 


(7a) By (4) =F) ae (4) = w(d). 


qt+p 
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Aus den ersten n Gleichungen des Systems (4) und des Systems (2) 
folgt durch Komposition mit 2,,..., 2, bzw. 0,,..-, 0, leicht 


(8a) b, (0, %a+2 — On+1%,) = 1 (m = 1, 2,...) 
oder wegen (4b) 
(8b) b,(k,- 1,41 — &%,) = 1 (n = 2, 3, ...). 


Mit Hilfe von (2), (5), (7) 1aBt sich hieraus weiterhin die Identitat 
schlieBen : 
(9) k,_,(4),(4) — &_,(4) 2, (4) = &_,, ,(4) (p>q>1). 
Wir folgern endlich noch einige Identitaéten fiir die reellen und ima- 
giniren Bestandteile der x, und g,; wir bezeichnen generell reellen und 
imaginiren Teil einer komplexen GréBe u mit uw’ und iw”, die konjugiert 
komplexe GréBe mit @, also 
u=wu'+iu”, i=—w —iw”, lw |? uw’? + "= we. 
Nun ergibt sich durch Komposition der ersten n Gleichungen (2) mit 
%,,-+-,%,, wenn wir unter Beriicksichtigung der Realitét der a,, b, im 
Resultat nur den imaginaren Teil beibehalten, 


(10) a” >) |z, |" oo ; b, (Annas "i Mn+. %n) —* b,, (25 n+1 e Rn+i%n)- 
p=1 


Durch den analogen ProzeB folgt aus (4) 


(11) a” Dd) | 0, |" = 4" +55, (8, 0n+1 — On+2@n) 
p=i 
= 0" + b, (On On+1 — On+1@n) - 
2. Zur Festlegung der einen noch unbestimmten Unbekannten im 
Gleichungsystem (4) gelangen wir von der Betrachtung seiner ersten 
n Gleichungen 


(4.) (a, —4)e, —b,0, = 1 

7 — b,_,0,-,+(¢, —4)o, — },0,,, =0 (p=2,..., m) 
aus durch den Grenziibergang n—+co; dabei fiigen wir diesen n linearen 
Gleichungen mit »-+-1 Unbekannten eine lineare homogene Relation 
zwischen g, und g,,, (Randbedingung) 
(12) 0,4, =he,, 
wo fA einen zunachst willkiirlichen, jedoch wesentlich reellen Parameter 


bedeutet*), als (n+ 1)-te Gleichung hinzu; es besteht also gleichzeitig 
die konjugiert imaginare Relation 


*) Der Wert h=oo, d.h. die Randbedingung o,=0 kann stets mitberiick- 
sichtigt werden. 
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(12) 6,41 = '44,- 
Verschwindet die Determinante der n -+- 1 linearen Gleichungen (4, ), (12), 
so haben bekanntlich die zugehérigen homogenen Gleichungen ein nicht 


durchweg verschwindendes Lésungsystem, d.h. aber: die nach (2), (2a) 
berechneten 2, (4) geniigen 


%,,4,(4) = ha, (A), no (4) = h (A); 
danach ergibt sich aus der Identitaét (10) 


n 
a” S| a,(a)|\* =0 und A" =0. 
me a 
p=i 
Wir setzen in der Folge 4 nichireell und etwa 
(13) A" >0 


voraus (fiir 4” < 0 gelten analoge Uberlegungen); dann verschwindet also 
die Determinante von (4,), (12) nicht, und diese Gleichungen haben eine 
eindeutig bestimmte Lésung, die wir durch die Marke “ kennzeichnen. 
Aus (4a), (4b), (12) folgt 





(14) gi = wir(a) = — BBD | ema) = wim (a), (4) + &_4 (2) 


Hn 4, (4)—ha,(A)’ <P 
(p = 2, 3,...," +1), 


und der Nenner verschwindet nicht. Aus (4,) und (14) ergibt sich durch 
sukzessives Einsetzen 





r) ee b? | =). * Se 
(14) u (4) = eros roe sad fa—1-ks* 


Fiir diese Lésungen gilt nun wegen (11), (12), (12) 


(15) a M om (4 + oe um” 
P= a 


und hieraus folgt, da die 9” nicht simtlich verschwinden, 


wo” >0, a” ({u™’)° “ fu” )*) < ao” oo” < 1 


) LL 


~/ ny’? 1 — 1 
(15') O0<u"<5, Dey (A) San if ()| <a 


Wir betrachten nun die Gesamtheit der Werte u=u’(4), die sich 
bei festem 4 (4” > 0) fiir alle reellen Werte von h ergeben. Die lineare 
Relation (14) zwischen u™ und A zeigt, daB sie einen wegen (15’) in 
der oberen Halbebene u” > 0 gelegenen Kreis &, der u-Ebene erfiillen, 
dessen Gleichung wegen (15), (14) auch — 
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(16) a” 5? | wa, (4) + &,-,(4)|"— w” = 0 
p=1 


geschrieben werden kann*). Fiir den Radius r™ dieses Kreises findet man 
— indem mar z. B. bemerkt, da8 sein héchster und tiefster Punkt, die 
die Entfernung 2r™ voneinander haben, fiir diejenigen Werte von h ent- 





stehen, fiir die “*™ reell wird, und indem men (8b) und (10) beriick- 
sichtigt — 
’ 1 1 
(16 ) yr om 7 ee ae ae . 
2bn (An Fats — Anti *n) 2a" |, (4)|" 
Pp 


Betrachtet man nun fiir dasselbe 4 und den nichstfolgenden Index- 
wert n-+1 den Kreis &,,,, so ist fiir seine Punkte die linke Seite der 


n 
Gleichung (16) von &, — bei positivem Koeffizienten 4” S| 2, (4)|" der 
p=1 


quadratischen Glieder u’* + u"”* — nicht positiv, d. h. &,,, gehért durch- 
weg dem Innern oder dem Umfange von &, an. Ferner folgt aus (16’) 
wegen 7, ,,(4)+ 0 (vgl. die Bemerkung zu (14)): 


(16”) 0< retva< r™, 


Jeder Kreis der Folge &,, ,, ... liegt also innerhalb (evtl. einschl. 
des Randes) des vorhergehenden; ihre Radien bilden eine monoton ab- 
nehmende Folge. Es sind daher zwei wesentlich verschiedene Fille 
mdglich*®): 

I. Die Rethe S|, (4)|° divergiert"'). Dann ist 

(p) 


(173) lim r™ = 0. 


II. Die Rethe S|, (4) |’ konvergiert. Dann ist 
(p) 


7 : eer ee edo 
(17a) ey. ne 
(p) 
3. Ich zeige zunichst, daf fiir alle nichtreellen 4 gleichmapig entweder 
Fall I oder Fall II statt hat. Es bestehe etwa fiir ein bestimmtes 4 (2 > 0) 


®) Diese Kreise hat zu analogem Zwecke wie hier in der Theorie der Differential- 
gleichungen H. Weyl ®) S. 225 ff. verwendet; in der Kettenbruchtheorie hat sie H. Ham- 
burger*) S. 290ff. zur Veranschaulichung seiner Resultate, nicht zur Durchfihrung 
der Beweise, benutzt. 

1°) H. Weyl®) S. 226 unterscheidet sie als Grenzpunkt- und Grenzkreisfall. — In 
den Hamburgerschen Kriterien treten dieselben Reihen fiir reelle 2, speziell 4=0 
auf; vgl. insbes. a. a. O. *), 8. 148, 158. 

11) Kin Index (p) am 2-Zeichen soll stets alle ganzen Zahlen 1, 2, ... durchlaufen. 
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Fall II; ist dann u* ein den sémtlichen abgeschlossenen Kreisflachen &, 
angehérender Punkt, etwa ein Haufungspunkt der mit festem A gebildeten 
u™ (2), und setzen wir 
(18) o* = u*x,(4)+ k,_, (4), 
so ist die linke Seite von (16) fiir «—u* nicht positiv, und daher kon- 
vergiert 
(18") Diletl*<u*". 

(p) 
Unter den Lésungen (6a) von (6) heben wir nunmehr die mit u, = 9* 
gebildeten hervor; sie sind wegen (9) 


oF = 0% x,(A) (pSq) 
19 P.@ 
(19) = = @° n, (2) (p]q) 


und bilden daher insgesamt eine symmetrische Matrix. Ferner folgt un- 
mittelbar die Konvergenz der Doppelreihe 


2 ep 2 | APP of x,|" +S le? x, (A)| |< 2D epi" Sx, I", 


(p) e=1 q=pti (p) (@ 
a daher ist die quadratische Form ae z,2, der unendlichvielen Ver- 
“re 


@ 
anderlichen z, absolut beschriankt**). "Sind Z,, %,,... Zahlen mit konver- 
gentem =|, i. » so konvergiert also fiir die mit der zugehérigen linearen 


Substitution transformierten GréBen 


(20a) Y, = De2.% x, (p=1, 2,...) 
(@ 


ebenfalls ly, |*>?*) und da die o* _ (6) erfiillen, ergibt sich durch Ein- 
(») 2 

setzen unmittelbar, daB diese y, den Gleichungen geniigen: 

(20b) — b,_.y,-1 + (¢,—2)y, — bY = 2 (p=l, 2,...). 


Es sei nun m« irgendein komplexer Parameterwert; ich betrachte das 
Gleichungsystem mit den Unbekannten z,, z,,... 


(21) m,(4)=2, + (4— mu) D'0* 2, (p=1, 2,...). 


(@) 
Nach einem bekannten Hilbertschen Theorem”) haben sie wegen der 


**) Vgl. fiir die hier angewendeten Hilbertechen Konvergenzsitze etwa die Zu- 
sammenstellung bei E. Hellinger u. O. Toeplitz, Math. Ann. 69, 8S. 293ff. 

**) Gott. Nachr. 1906, 8.219 = Grundziige einer allg. Theorie der lin. Integralg). 
(Leipzig 1912), 4. Abschn., Satz 40, S. 165. — Die hier benutzte Ausdehnung auf 
komplexe Werte ist unmittelbar méglich. 
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Konvergenz von Sle |" und S|, (a)|° gewiB eine Lésung mit konver- 
oo ”™ ) 
gentem »|z, \*, es sei denn, daB die zugehérigen homogenen Gleichungen 
p) 


(21’) =2,+(4—n) dD’ 0%, 2, (p=1, 2,...) 


@ 
ein nicht durchweg verschwindendes Lésungsystem mit konvergentem 
d\z,|" besitzen. Identifizieren wir im ersten Falle (21) mit (20a), so 
) 


folgt wegen (20b) 
— b,_,(a,-.(4)—2,_,) +(a,— 4) (4, (4) — 2,) — 6,(2,,,(4) — ® 41) =(A— 4), 
oder unter Beriicksichtigung von (2) 

— b,_,2,_,+(@, —#)z,—6,2,,,=0 aE er 


p~pti1 


daher ist 2, =z, 2,(), und wegen z, + 0 konvergiert 21" (u)|. Im 2wes- 
ten Falle folgt durch Identifikation von (21’) mit (20) aus (20b) ebenso 

— b,_,2,_,+ (4, —#)z, — b,2,,,=0 (p= 1, 2,...), 
und das gibt wiederum z,=2z,2,(m) und ai von 2%» ()|*. 
In jedem Falle konvergiert daher Pt )\" fiir jeden veilies und kom- 


plexen Wert u, wenn es fiir einen yee nichtreellen Wert u = A‘ kon- 
vergiert et 
4. Ich betrachte weiterhin nur den Fall I, daf Phe |, (4) | * fiir ein 


nichtreelles 4 und daher fiir jedes nichtreelle 4 divergiart. Dann existiert 
wegen (17,) fiir jedes nichtreelle 4 genau ein Punkt wu = wu(A), der simt- 
lichen fiir dieses 4 gebildeten abgeschlossenen Kreisflichen &, angehért, 
und fiir den daher gleichméBig in allen reellen h 


(22) |w(4)—w™(A)| S2r™. 
Die von h abhiangigen Werte u™(4) konvergieren also wegen (17;) fiir 
m— +oo gleichmaBig im Bereich aller reellen 4 gegen einen von h unab- 


hangigen Wert u(4). Das bedeutet aber nach einer von H. Hamburger**) 
benutzten Bezeichnung, daf der unendliche Kettenbruch 





ie. 3S br | by | 
(23) OU) = ey ak. el 


**) Vgl. den mit anderen Hilfemitteln gefiihrten Beweis des analogen Satzes bei 
H. Weyl °), S. 238. 


5) a. a. O.*), 8. 289; hier wird allerdings von vornherein gleichmaBige Konver- 
genz in 4 einbezogen. 
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fiir jedes nichtreelle i ,,vollstandig konvergiert“; denn nach ( 14’) ist wu (2) 
gerade sein n-ter verallgemeinerter Naherungsbruch, der aus ihm durch 
Ersetzung der Glieder vom n-ten Teilzihler — 6, an durch einen will- 
kiirlichen reellen Parameter — 6, h entsteht. Fiir diesen Grenzwert folgen 
aus (15’) die Abschiatzungen 


_ 


(23’) 0<u"(a)< 5, \u(4)| Sy 


~ 


das Ungleichheitszeichen an erster Stelle gilt, da u« innerhalb, allenfalls 
auf der der Ungleichung u” > 0 geniigenden Kreislinie &, liegt. 
Bilden wir ferner die im gleichen Sinne wie lim u™ (A) existierenden 


‘ a?>@ 
Grenzwerte 


(24) @p(4) = lim 059 (4) = (4) 2, (2) + &, , (A) 


der Lésungen (14) des Gleichungssystems (4,), (12), so stellen sie offenbar 
ein Lésungsystem der unendlichvielen Gleichungen (4) dar, das von der 
speziellen Wahl der beim Grenziibergang hinzugefiigten Randbedingung (12) 
— dem Wert des Parameters h — unabhangig ist. Aus (15’) folgt die Kon- 
vergenz von 


*) 2 l . l 
94° . | ? ome (A [a — 
(24°) zm |e, (A)| rr sowie |o,(4)|< uk 

(p) 


man sieht leicht, daB die 9, (4) sogar das einzige Lésungsystem von (4) 


bilden, fiir das die Quadratsumme der absoluten Betrdge konvergiert. 

Es sei nun % irgendein abgeschlossener, beschrankter Bereich der 
Halbebene 4” > 0, der keinen Punkt der reellen 4-Achse enthalt; m > 0 
sei das Minimum der Imaginirteile 4” aller Punkte von 8. Die rationalen 
Funktionen «w™(4) sind dann in 8 nach (15’) gleichmaBig beschrankt 


\ju™(ayls +) und konvergieren an jeder Stelle von 8 gegen die nach 
(23) beschrinkte Funktion (A) (| w (2) | < ~). Nach einem bekannten 


Satze von G. Vitali’*) ist daher diese Konvergenz in § gleichmaBig, und 
u(4) analytisch in 4. Ich fasse das somit gewonnene Hauptresultat 
und seine unmittelbare Ubertragung auf 1” <0 zusammen: Divergiert 
a | 2, (4)|” fiir einen einzigen nichtreellen Wert i, so konvergiert der 


(p) 


**) Rend. Ist. Lomb. (2) 36 (1903), p. 771; Ann. di Mat. (3) 10 (1904), p. 65. 
Es wird hier ersichtlich nicht der volle Umfang des Satzes ausgenutzt. Ubrigens 
14Bt sich die Analytizitét von u (4) auch ohne dieses funktionentheoretische Hilfsmittel 
aus der Theorie der beschrinkten Gleichungsysteme entnehmen, wenn man wie in 
Nr. 8, aus den o, die beschrinkte symmetrische Matrix (0,,,) bildet. (Vgl. E. Hilb, 
a. a. O. ”) S. 335). 
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Kettenbruch (23) in jedem beschrankten, abgeschlossenen, keinen Punkt 
der reellen Achse enthaltenden Bereich 8 der i4-Ebene vollstindig und 
gleichmafig (d. h. der verallgemeinerte Naherungsbruch u, (A) konvergiert 
gleichmafig fiir alle 4 in B und alle reellen Werte h), und der 
Grenzwert ist in der oberen sowie in der unteren Halbebene héchstens 
mit Ausnahme der reellen Achse eine reguladre analytische Funktion und 
hat an konjugiert imagindren Stellen konjugierte Werte. 

Es lassen sich hiernach und mit Hilfe der Nr. 3 leicht umfassende 
Bedingungen fiir die Koeffizienten a,,6, angeben, die fiir diese Konver- 
genz hinreichen; hier sei nur eine wesentlich iiber die Beschrankheit der 
Koeffizienten a,, 6, hinausgehende hervorgehoben. Konvergiert fiir ein 
bestimmtes 4 > |7,(a)|', so ist 

p) 
lim 2,(4)=lim 2, (4) =0. 
Liegen nun unendlichviele Werte 6, (vy = 1, 2,...) absolut unterhalb einer 
Zahl M, so betrachten wir die Identitaét (10) fiir diese Indexwerte n = n,; 
dann folgt fiir lim»—+co wegen |b, |< M 


a” im DS? |,(4)|"= 2"? |, (2)|* = 03 
p=1 


¥-P®@ g=1 
also ist wegen > |a,(4)|? >| ,(a) |": 1 notwendig 2” —0, d. h. die 
(p) 


Konvergenz kann nur fiir reelles 4 eintreten. Haben also die Teilzahler 
b, dex Kettenbruches (23) einen endlichen Limes inferior, so konvergiert 
(23) in dem zuletzt ausgesprochenen Umfange vollsiadndig und gleich- 
ma Bag. 

5. Um nun endlich die Stieltjessche Integraldarstellung von u(A) zu 
erhalten, schlieBen wir (vgl. die SchiuBbemerkung in der Einleitung) an 
die aus der ersten Gleichung (4) sowie (23’), (24) fiir 4” > 0 folgende 
Abschatzung an: 


1 1)—B, 0 (A 1 0G 
(25) w (a) = —— + SAO) = 2455, 
wo |#| <1, G=|a,|+|8,|. 


Schitzt man danach das wegen der Regularitét von u(4) verschwindende 
Randintegral von u(4) lings einer die obere Halbebene umlaufenden Kurve 
ab, die aus einer die Punkte +1-+ 44” verbindenden Geraden, zwei Senk- 
rechten in ihren Endpunkten bis zu den Punkten +1+4V/ und einem 
Kreisbogen um den Nullpunkt besteht, so folgt 
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+! 
(25’) |[u(a’ + sa")aa’ — in| < e420 Lime wo lim ¢,=0, 


| lore 
-t 
d. h. es ist fiir jedes 4”: 
+m +2 +2 
(26) fui’ +sa")ar’ =ix, Jue "\di’ = 0, furaa")ar’ =x, 


wobei die Integrale als Cauchysche Hauptwerte (lim f) aufzufassen sind. 
l>oe 


Durch eine (25’) analoge Abschitzung findet man ferner, daf gleich- 
maBig in 4’ 


A 
(27) Tm 2 fe a’,a") di’ |=0, tim” { w’(a',2”)aa’ = 0. 
0 


Das Integral des Imaginirteiles u” (2’, 2”) 

z 
(28) u"(i',4")—= | u” (a’, 2") da’ 

0 
ist wegen u” > 0 bei festem 1” eine monoton wachsende Funktion von 2’, 
fiir die wegen (26) gilt: 
(28’) —w2<U"(4',4")S +2, lim DU" (2',4 he lim U" (4',4") = 

i'>@ '+>—@ 

Nach einem bekannten Auswahlverfahren*’) kann man daher leicht eine 
Folge solcher Werte 4” a da8 fiir sie 
(29) lim 0" (2’, 4") = 0(2’) 


a”-+>0 


iiberall gegen eine nicht abnehmende monotone Funktion o(d’) konvergiert, 
fiir die wegen (28’) 
(29°) lim o(4’) — limo (4’)=2 
+e '>-@ 

ist; nur diese Folge soll fortan verwendet werden. 

Es sei nunmehr y» eine Stelle der oberen Halbebene innerhalb des 
oben beschriebenen Integrationsweges; durch Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes und Abschitzung auf Grund von (25) ergibt sich ahnlich 


wie oben 





*") Vgl. etwa E. Hellinger®), p. 269; E. Helly, Sitzungsber. d. Akad. d. W. Wien, 
math.-nat. Kl. 121, Ila (1912), 8S. 278; C. Carathéedory, Sitzungsber. d. preuB. Akad. 
d. W. 1920, 8. 560. 
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+o 
, u(a' +a”) aa’ 
2aiu(u)—f rca. 


Ebenso folgt, daB das gleiche Integral iiber den konjugiert imaginaren 
Weg verschwindet, und durch Subtraktion ergibt sich 














+a 
, — aul ("2") (a =H) w" (2, a") 
=| ai’ {— pi pa’ f. -}. 
“(x) J (a° +64" —p) (aid pw +a” —) (2° — id” — 2) 


Fir 4"—-0 konvergiert der erste Summand wegen (27) gegen Null. Der 
+2 
zweite hat die Form { ®(4’,4")dU"(2',4"), wo lim ®(2’,4”) gleichmabig 


4-0 
in 4’ existiert; gem&S (29) wird daher nach einem bekannten einfachen 


Konvergenzsatz**) iiber monotone Funktionen 


+= 
1 { do 
(30) =5) 4), 


womst die im allgemeinen tiber die ganze reelle Achse erstreckte Stieltjessche 
Integraldarstellung gewonnen ist. Man erkennt nachtraglich leicht, daB 
o(4’) im wesentlichen eindeutig bestimmt ist. 





**) Vgl. E. Hellinger *), S. 269; E. Hellinger u. 0. Toeplitz *), S. 224; E. Helly *”), 
8. 288, 


(Eingegangen am 17. 9. 1921.) 








On Power Series in General Analysis. 
Von 


Eliakim Hastings Moore in Chicago. 


In his paper’): Wesen und Ziele einer Analysis der unendlichvielen 
unabhangigen Variablen, of 1909 Hilbert has given, with indications of 
the earlier literature, a sketch of the theory of functions of denumerably 
infinitely many independent variables in its central position amongst the 
various doctrines of Analysis. 

In this theory, in analogy with the classical power series in a single 
variable z or in a finite system (=(z,,...,2,,) of m variables z, we have 
the power series in a denumerably infinite system (=(z,, 2,,..., 2,, ---) 
of variables z. 

These power series are instances of the power series 


(1) P(t)\=S'a, 0° =)’ a, J] 2? 
, ¥ p 


in a general system (=(z,|p) of variables z, @ system possibly non-de- 
numerably infinite. This power series in General Analysis we proceed 
to define. 

Denote by M= [a] the class of all complex numbers a and by 
B=[p] a general (i.e., an arbitrary particular) class of elements p. 
Then, for fixed values of the variables z, the system ¢ =(z,| p) is a func- 
tion ¢: ¢(p)=z,, on B to W, that is, a function of the variable ele- 
ment p of the class 8, the functional values z, being numbers a of the 
class YW. 

Denote by J=[mn] the class of all non-negative rational integers n 
and by R=[»] the class of all functions »=(»(p)| p)=(n, |p) on $ to FJ 
which individually vanish (nm, =) except at most for a finite number 

*) Rend. Circ, Mat. Palermo 27, pp. 59—74, 1909. — The material of this memoir 
Hilbert intended to give as a general lecture at the Fourth International Congress of 
Mathematicians at Rome in 1908. 
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of elements p. Then in the power series (1) for every » there is a term 
a,” with coefficient a,, a number of &, and with literal part ¢” = JJz)?, 


. . . . . * ? 
a product, possibly infinite in form, which however (with the interpreta- 
tion 2°=1) reduces to the finite product of the factors having exponents 
n,> 0 or to 1 if y=0. 
The power series (1) is an instance of the general -fold series 
(2) >” b, 
ae 
of numerical terms b,. In case the class % contains only one element p:, 
the series (2) is the classical numerical series 
0 
(2’) > n 
whose theory turns on the simple (natural) order of integers n associated 
with the binary relation n,<n,. Similarly, the theory of the $-fold 
series (2) turns on the %-fold order of functions » associated with the 
binary relation*) »,<¥,. Accordingly, for (2) as for (2’) we define: the 
partial sums s,, convergence to a sum 8, absolute convergence, etc., and 
have the usual elementary theorems: the uniqueness of the sum s of a 
convergent series, the Cauchy condition as necessary and sufficient for con- 
vergence, the comparison theorem, etc. 


On replacing in (2) the class M by a general class O—[q] of ele- 
ments g, we have the general numerical series 
(3) arts. 

q 

There is naturally no question of order of the elements g of the general 
class © and hence of the terms b, of this “series”. However for the 
class G=[o] of all finite sets o of elements g of the class O we have 
the order of sets o associated with the binary inclusion-relation: o, is 
contained in o,, of Logic; and accordingly, building for every set o the 
partial sum s,: 


(4) 8 =>) b 
q\e 


q’ 


viz., the finite sum of the terms b. whose indices g belong to the set o, 
we treat the series (3) as a limit: 


(5) > >, = Ls, 
¢ 


*) Viz., »,(p)=(m,) < (mp) =%(p) for every p. — Hence, for fixed », the func- 
tions », satisfying », <<», are in number finite. 
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the limit as to o or as o swells of the partial sum s,. — In general a 
function*) r=(t,|o) on G to W is said to converge to a number ¢ as 
limit *): 

(6) Lr=t, or Li,=t, 


in case for every positive number e there exists a finite set o, (depending 
on e) of such a nature that |¢, —t|<e for every set o containing o,. 
Then plainly: 1) A function rt is convergent if and only if it satisfies 
the Cauchy condition®); 2) A convergent function t has a unique limit ¢; 
etc. — On applying this definition of limit to (5) we have: 1) A sefies 
(3) is convergent if and only if it satisfies the Cauchy condition‘); 2) A 
convergent series (3) has a unique sum s; 3) For a series (3) of real 
non-negative terms b, the finiteness of the upper bound of the partial 
sums 8, is equivalent to convergence, the sum s being the finite upper 
bound; 4) Every convergent series (3) converges absolutely, and hence 
unconditionally, in the sense that its sum is unchanged however its terms 
without omission or duplication be associated with the elements g of the 
class ©; 5) The terms of a convergent series (3) are at most denumerably 
infinitely non-zero; 6) The comparison theorem’) holds; etc. 


Every convergent series (3) with = is an absolutely convergent 
$-fold series (2), and conversely; every such series converges whether in 
the sense (2) or in the sense (3) to the same number as sum. 


For every class % there are non-absolutely convergent series (2) of 
non-zero terms, for example, the general alternating harmonic series 


(7) Yn=yd Ih. 
, Pp 


° 


where 


- —_ n 1 ‘ 
(7,) h,=(—1) ati (n=0, i. S, sodk 
*) Obviously + is not necessarily the function (s_ «) determined by a series (3). 
*) This non-metrical limit, defined in my note of December 1915 in the Proceedings 
of the National Academy of Sciences, has played a fundamental réle in my later 
researches in General Analysis. 
*) For every positive number e there exists a finite set o, (depending on ¢) of 
such a nature that | t. —t.,|<e for every set o containing o,. 
*) For every positive number ¢ there exists a finite set o, of such a nature that 
|S — 8a,|Se for every set o containing o,. — Here the final condition may be ex- 
pressed also in the form: | 8.|<e for every set o containing no element g of o,. 


") If a series 5) c, of-real non-negative terms c, converges, then every series ) b, 
q @ 


of terms b, with | b,|<c, converges likewise and |S’ b, |< > cy. 
@ q 
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If the class % is an infinite class, the sum of the series (7) is 0; if the 
class % is a finite class of m elements p, the sum is h™ where h is the 


0@ 
sum of the simple alternating harmonic series > hn: 
n 
The corresponding general alternating harmonic power series 
(8 dhe => [Th 3 
’ r Pp 


for ¢ = 1 converges non-absolutely, and, if the class % is non-denume- 
rably infinite, it has a non-denumerable infinitude of non-zero terms. This 
example seems to justify the consideration of power series in a non-de- 
numerable infinitude of independent variables. 


[t is however not the primary purpose of this note to consider the 
general theory of power series, but rather to state a theorem concerning 
a certain class of general power series, a thec*em involving considerations 
of orthogonality akin to those entering the theory of Fourier series. In 
view of Hilbert’s brilliant use in Analysis of geometric points of view 
(duality, orthogonality, etc.), I venture to call this the Hilbert class of 
power series. 


Consider a system (8; 7), where 8 ==[C]| is a class of functions ¢ 
on § to WM and y =(c,|») is a nowhere vanishing function on MN to W, 
of such a nature that 


(9 for every € of $8: > SS * — oo: 
(10 the only function 8 =(b,!») on NM to A, for which 
10.1 >, |b|* <0, 
and 
(10.2) for every ¢ of 8: > bret” = 0, 


¥ 


is the function f = 0. 


In such a system (2; 7) the class 8 is infinite, and a system (§,; 7) 
where 8, is a subclass of 8 is of the same type if it satisfies (10). 


A Hilbert series is a power series (1) having the form 


(ii) P(t)= >'b,¢,0” with (11) >) |b,|*<co 


sd 


relative to some system (8; y) satisfying (9,10). — Plainly a Hilbert 
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series relative to (§;y) converges absolutely for every ¢ of 8 and has 
at most a denumerably infinite system of non-vanishing coefficients. 
Examples. — A) A power series (1) converging absolutely for a 
nowhere vanishing function ¢ =, is a Hilbert series relative to (8; 7) 
where for every »: y(v)=c,=1/|¢5| and 8 is the class of all functions ¢ 
for which ps lz rie,i*< 1. — The series (9) has the value 


P 
1/]T (1 — ||" |2y| °)- 

? 
B) A power series 


(12) 7b, (»1)~*e"= Db, J] (my!) 2p? with (12,) Sb, |" <0 
, , Pp , 


is a Hilbert series relative to (8; y) where y = ((v!) ~* |») and § is the 


class of all functions ¢ for which ’|z,|"<oo. — The series (9) has 
the value : 
p \z, s 
e* ; 
Remark. — In view of a preceding remark and a known property of 


the simple power series, the power series of A), B) are Hilbert series 
relative to many systems (§,; 7) where 8, is a subclass of the class 8 of 
A) or B), as the case may be. For example, if the class § is finite or 
denumerably infinite and (r,|p) is an everywhere positive function on 


¥ to A, with > r>< 1, co in A), B) respectively, an effective 3, is the 
d 


+ 


class of all functions ¢ such that for every p: |z,|—~r,|z,,| in A), 
z,|=r, in B). 

For a system (3; y) satisfying (9, 10) we have by hermitian 
polarization of the expressions in (9) the matrix or function 7 on 38 


to A: 


7 7 - »w Er » ye 
(18) (lasts) = D, % eC & (O39 Se of 8). 
The matrix » is hermitian: 
(14) n( Crs bs) = 9 (Sas 63) (o,,¢ of 3), 


and it is of properly positive type: For every finite set o=(¢,,...,¢,) 
of distinct functions ¢ of 8 the determinant d,, of the m* elements 
Nig =" (oy, ¢,): 

| "11° +m 





(15) d 


yo — , 


| "m1 : Dem | 
is positive. 
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With an hermitian matrix 7 of properly positive type on 838 to UY, 
as defined by (14, 15) even if 8 =([¢] is a general class, we associate a 
binary integration process J or J, applicable to certain J,-integrable matrices 
v on 88 to WM and yielding for every such matrix » a definite number w, 
in notation: 


16) J,v=u or J sence) (Sys Sg) =U, 


according as the variables (¢,,¢,) of integration, i. e., the variables 
eliminated by the process J,, are not or are put in evidence. This 
integration process is defined as follows. Consider a matrix v on 33 


to WM and for every finite set o=(¢,,...,¢,,) of distinct elements ¢ of 8 
denote by J,,v the sum 
im 
- 7 ~ 
(17) Jyev= D> ti. %, 
fo 


of corresponding elements of the two matrices ll Fy9 Il. || v,, || of order m. 
Here for f,g=1,...,m: v,,=v(¢,,0,) and the matrix ||%,,|| is the 
matrix reciprocal to the matrix ||,,|| of determinant d,, +0 by (15). 
It is to be noted that the numbers d,,, J,, v depend upon the set o and 
not upon the order of the elements ¢ of the set o. Then, in case as o 
swells J,,v has in the sense (6) the limit u, the matrix v is J,,-integrable 
and has u as its J,-integral: 


(18) u=Jd,v=LJ,ov. 


If the matrix v is factorable, being the product of two functions ¢ y 
(in definite order) on 8 to UW, viz., 


(19) v=gy or v(C,, 04) = H(0,) w(Sq) (¢,, 0, of 8), 


then the limitand J,,v may be expressed in the determinantal form 


1%. = + Nim Vs 

(20) J,0QPY=- re Soe) BOP ae , 
"m1 e 4 Ymm Pm 
| Py, ° ° Pu 0 


The integration-process J, is of special importance as applied to factorable 
matrices v. The process J, is hermitian: If Gy is integrable then H_~ 
is integrable and J,@y=—J,%q; and it is of positive type: If G—p is 
integrable then J,G@y>0. If Gy is integrable and J,gGy=—0, the 
functions g, y are said to be orthogonal as to the matrix ». For every 
function y, J,.G@p is a monotone increasing function of o: If o, is con- 
tained in o, then J,..69<Jno,Gy-. If G—~ is integrable, q is said 
8* 
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to be modular as to »; the modulus My of is the non-negative 
square root of the integral J Gq: M*yv=JG¢oy; My=0O if and only 
if gp =0. The sum and the difference of two modular functions ¢,, y, 
are modular, and the triangle property holds: 


(21 |\My,— Moe,|\SM(o,+ 97.) 5 U9,+M9,. 


For two modular functions y,, y, the matrix G,y, is J-integrable and the 
Cauchy (or Schwarz) inequality holds: 


(22 JG, Ps _ JY, Fs < Me, Mq,. 


The simplest hermitian matrix » of properly positive type on 83 
to MU, where 3 is a general class of elements (, is the matrix 6 or dy: 


(23 6(¢,,¢,)=1 or 0 


according as ¢,,¢, ace the same or different, and for 7 = 6 the statements 
made above are readily verified. For this matrix 6 the integration process J, 
is denoted by S or Sg. — Thus, for example, a function £ =(6,/|») on 


RM to WM for which D> b, |" < co (cf. (10.1)) is modular as to dy and 
M b p Sy B p = es b, \° . 


For a denumerably infinite class 8 the matrix dy underlies Hilbert’s 
investigations*) on limited linear and quadratic forms in infinitely many 
variables. The principal results of this theory of Hilbert of the system 
+=(8; 4g), Y denumerably infinite, especially as developed by 
E. Hellinger and F. Riesz, hold for the doubly generalized system 
= =(; e?+P#) where § is a general class and « is any hermitian matrix 
of properly’) positive type on BP to A. This more general theory is 
naturally of still wider scope in that it permits the study of the inter- 
relations of various systems 2 = (#;.«). 

Of this general theory I have given above indications of definitions 
and theorems sufficient for the formulation of the theorem in question: 
Theorem I, concerning the Hilbert power series P({) (1) relative to 
a system (3; 7) satisfying (9, 10). This theorem states an interrela- 
tion between the systems Jy =(; dg) and 2, =(8;”) dependent on 
the system (8;7), the classes 8 being the same and the matrix 7 being 
given by (18). It is a corollary of, and will perhaps be clarified by 





*) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, IV. Mit- 
teilung, Géttinger Nachrichten 1906, 8. 157 —227. 

*) With suitable definitions, notably the definition of the reciprocal matrix of 
an algebraic matrix even of vanishing determinant, this more general theory holds for 
the system 2 = (;¢?#) in which the hermitian matrix « is of positive type, the 
determinants dq (cf. (15)) being required to be merely > 0. 
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Theorem II which states the corresponding interrelation between a general 
system > = ($8; e?e?#) and a system >" = (f’; e’?*?#) where the matrix e’ 
is determined by a matrix 9 on $f’ to U which in Theorem 1 is the 
matrix 9 =(@,2"|»t) on NZ to A: o(v,6)=4,C". 

Theorem I. — Let (3;y) be a system satisfying (9, 10); these 


conditions, otherwise expressed, state that the matrix 9: 9(¥,¢)= z,0” 

on RZ to WA has as columns 0.=(é,C"|») fanctions on N to W 

(9) individually modular as to dg: Sgb.0.<~« (¢ of 8); 
and 


(10) in their totality forming a complete system of functions modular 
as to dg: The only function ~ on ® to WM which is modular as 
to dg: Safu<cc, and orthogonal to every column g.: 


Sgio. = 0 (¢ of 8) 
is the function u = 0. ; 

Then the following conclusions hold. 

A) The matrix 4: 9(¢,,¢,)=Sr0,0.. given by (13) is an hermitian 
matrix of properly positive type on 88 to W. 

B) The functions 90, =(c,¢”|¢) on B to UY, viz.. the conjugates of 
the rows (@,¢"|¢) of the matrix 9, are individually modular’) as to 7 
and in their totality form a complete system *®) of functions modular as to 7. 
This system is moreover a unitary orthogonal system as to n: 


(2 eTey (venb 

C) A Hilbert series P: P(¢)=2b,c,¢", with =|b,|°< 00, relative 
to the system (3; 7), is a function on 8 to W of the form P: P(f)=Sxo; u, 
where « =(b,|») is a function on ® to U modular as to dy. The function P 
is modular as to ». — Conversely, every function «’ on 8 to 2 modular as 
to 7 is such a Hilbert function P, viz., there exists (and by (10) uniquely) a 
function « on ® to MW modular as to dy such that for every ¢ of 8 
u'(f) = Sao.u, viz., the function wu: u(v) = J,@,u'. — Accordingly, for 
every » the coefficient b, of the Hilbert series P(¢) is given by the for- 
mula**): 
(25) b, = Ty 6tus ta) Or (C4) P (Sa) =I stcu sa BO P(¢,). 

D) In accordance with C) there is a 1 — 1 correspondence: u~ wp’, 
between the functions « on R to A modular as to dg and the functions uv’ 


*®) In analogy with (9, 10), the matrix replacing the matrix dx. 
1) The close analogy with the classical formulas of Fourier in the theory of 
Fourier series is evident. 
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on 8 to M modular as to 7, viz., the correspondence determined by either 
of the equivalent systems of equations: 

( 26) #’(C) = Sx one (¢); 
(27) u(y) =J,0, pw’ (¥). 


Under this correspondence modulus and inner product are invariant: 


(28) Mau= M,p' (u~ pm’); 
(29) Safi, fy = Jy mi ms (My ~ HI; My ~~ ma): 


Accordingly, 
E) if P,(¢)=Sbi,¢,06", P,(¢)=Sbs,c,¢" are two Hilbert series 


relative to (2; y), then 
30) > birds, = Iyi¢cuseyP (01) P(os)- 


Two notations are convenient in the formulation of the more general 
Theorem II. 1) Let v=(u(pp’)|pp’) be a matrix on BP’ to W. Then 
(read: v conjugate transpose) denotes the matrix v=(u(pp)|p’p) on 
BB to A, viz, for every p and p’ we have v(p’p)=v(pp’). 2) If 
the matrix v von $f’ to W and a function y’ on ¥’ to W are such that 
for every p the matrix v(p.)u’=(v(pp{) u'(p,’)| p{ pi) is J’-integrable, 
that is, J,--integrable, relative to an hermitian matrix e’ of properly 
positive type on B’’ to A, then the integral J’ v(p.)u’, as function of 
the variable p, is a function on $ to WM which we denote by J’vy’. 





Theorem II. — Let and §’ be general classes and ¢ be an her- 
mitian matrix of properly positive type on BP to UW. Let o be a matrix 
on BP’ to A whose columns 9,,=o0(-p’)=(o(pp’)|p), functions on ¥ 
to U, are individually modular as to ¢ and form in their totality a com- 
plete**) and finitely linearly independent'*) system of functions modular 
as to e. 


Then the following conclusions hold. 
A) The matrix e’=J 9 0=(J 0(.p)e(-p,)| pip.) is an hermitian 
matrix of properly positive type on %’$’ to Y. 


) If « is modular as to « and Jou=0 then « =0. — We denote by J the 
integration-process J, ard similarly, relative to a matrix ¢«’ to appear presently, by 
J” the integraticn-process Jy’ . 

‘%) For every finite set o’=(p{, ..., pi) of distinct elements p’ the linear re- 
lation @(. p{) a, +...+0(- pg.) dm = 0 holds only if (a,,..., dn) =(0,...,0).— This 
condition is provably satisfied by the matrix o of Theorem I on replacing ($; $B’; ©) 
by (R; 8; dx). 
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B) The functions 9,=o(p.)=(o(pp’)|p’) on B’ to U, viz., the con- 
jugates of the rows of the matrix o@, are individually modular as to ¢’ 
and in their totality form a complete and finitely linearly independent system 
of functions modular as to e’. Moreover J’ 9 9 =(J" 0(p, -) 0( Pe -) PP; Pa) =. 

C) For every function « on $ to MA modular as to « the function 
«'=ZJ ou is a function u’ on §’ to A modular as to ce’. — Conversely, 
every function «’ on ’ to Y modular as to e’ is expressible (and by the 
hypothesis uniquely expressible) in the form u’— J 0 where u is a func- 
tion on $ to M modular as to e, viz., the function u=J’ own’. 

D) In accordance with C) there is a 1 — 1 correspondence: u~ yp’, 
between the functions ~ modular as to « and the functions «’ modular 


as to e’, viz., the correspondence determined by either of the equivalent 
equations: 


(31) nw’ =Jon; (32) w=J'on’. 
Hence: 
(33) u=J'oJou (pm); (34) uw’ =JoJ'on’ («") 


Furthermore, under this correspondence modulus and inner product are 
invariant: 


(35 My = M'p' (u~p’); 


(36) J jy My = SR! ga! (H#,~ His Me™ B)- 


(Eingegangen am 20. 9. 1921.) 





Uber S. Lies Geometrie der Kreise und Kugeln. 
Von 
E. Study in Bonn‘). 


Inhalt. 
Einleitung. 


Erster Abschnitt: 
Das Kontinuum der orientierten Linienelemente. 


Linienelemente und OrientierungsprozeB. 
Vereine orientierter Elemente. 


Einige Anwendungen. 
Charakteristische Zahlen von Kurven und Vereinen. 

6. Die charakteristischen Zahlen einander entsprechender 
Kurven z(¢) und é(#). 

7. Die Singularitaétengieichung. 


l 
2 
3. Die Geometrie im Kontinuum der orientierten Elemente. 
4 
5 


Zweiter Abschnitt: 
Algebraische Vereine orientierter Linienelemente. 


8. Algebraische Vereine. 

9. Beispiele. 

10. Singulare Vereine. 

11. Erganzungen (Kurven 3. Ordnung mit vier vorgeschriebenen 
Tangenten ). 

12. Oskulierende Vereine und Elemente héherer Ordnung. 





*) Diese Arbeit ist schon im Jahre 1916 der Redaktion der Mathematischen 
Annalen eingereicht worden. Inzwischen sind verschiedene Arbeiten iiber den gleichen 
Gegenstand verdéffentlicht worden, diese haben aber die Sachlage nicht geaindert. — 
Neuerdings habe ich das Ganze noch einmal durchgesehen und an einigen Stellen 
verbessert. 

Bonn, im April 1921. 
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Dritter Abschnitt: 
Das Elementkontinuum der Kugelgeometrie. 


13. Orientierte Punkte und Ebenen. 

14. Die quadratische Mannigfaltigkeit M). 

15. Vereine von Flachenelementen und Blattern. 
16. Reelle Figuren. 

17. Reelle Figuren (Fortsetzung). 


Im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung (Bd. 25, 
1916, S. 96) habe ich 8. Lies ,,Geometrie der Kreise und Kugeln“, sowie 
F. Kleins und anderer Mathematiker Darlegungen iiber denselben Gegen- 
stand einer Kritik unterzogen. Es ist dort gezeigt worden, daB diese 
Theorie, die zur Zeit ihrer Entstehung Aufsehen erregt hat und seitdem 
mehrfach reproduziert worden ist, schwerwiegenden Einwinden unterliegt, 
die jedoch nicht den wertvollen Grundgedanken, sondern die Ausfiihrung 
treffen. Wie oft, so war auch hier die stiarkste Quelle der Erfindung 
in der Geometrie, die sogenannte Raumanschauung, zu einer Quelle von 
Fehlern geworden. Man hatte dem deduktiven Denkverfahren nicht die 
Stelle eingeréumt, die es in der Mathematik nun einmal haben muB. 
Dazu stand man im Banne einer Uberlieferung, deren Begriffsvorrat und 
Hilfsmittei (wie z. B. die Begriffe Kreis, Kugel, Beriihrung, und gewisse 
Arten von Koordinaten, iibrigens aber auch die damals neuen Begriffe 
Element und Verein) zu einem solchen Stoff nicht paBten. 

Ohne Zweifel haben die recht, die immer wieder hervorheben, ein 
wie groBes Verdienst Herr F. Klein sich dadurch erworben hat, daB er 
Ordnung in die indigesta moles geometrica brachte, die sich im Laufe der 
Zeit angehauft hatte. Von ihm ist zuerst, und zwar schon vor nunmehr 
fiinfzig Jahren, das deutlich ausgesprochen worden, was erfolgreichere 
Geometer geleitet haben muBte: Daf es darauf ankommt, die bet gewissen 
Transformationsgruppen invarianten Eigenschaften geometrischer Gebilde 
aufzufinden. Da dieser Gedanke auch heute noch weit davon entfernt 
ist, sich ausgewirkt zu haben, so ist es vielleicht ganz gut, wenn noch 
éfter auf seine Tragweite hingewiesen wird. Es sollte aber dann die doch 
auch nétige Kritik nicht zu vermissen sein, und es sollte nicht, aus Un- 
kenntnis des in der Zwischenzeit Geleisteten, als Fortschritt ausgegeben 
werden, was in Wirklichkeit das Gegenteil ist. Auch der Urheber des 
genannten Gedankens hat ihn nicht weiter entwickelt. Noch in seiner 
spiteren Bearbeitung von Lies Geometrie der Kreise und Kugeln hat er 
nicht die Folgerung gezogen, die doch wohl ganz unvermeidlich ist: Da’ 
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jede Transformationsgruppe, deren ,,Geometrie“ man studieren will, ihre 
eigenen Begriffsbildungen, mithin auch ihre eigene T'erminologie, und dazu 
einen besonderen, ihren Bediirfnissen angemessenen Formelapparat verlangt. 
Das Arbeiten mit gruppenfremden Begriffen, die lediglich darum benutzt 
wurden, weil sie nun einmal da waren, mute notwendig alles auf ein 
falsches Geleise bringen: Man stelle sich vor, was fiir ein monstréses Ge- 
bilde aus der heutigen projektiven Geometrie werden wiirde, wenn man 
den Fortschritt vom alten Punktbegriff (z, y,z) zu dem ihr allein ange- 
paBten modernen (z,:z,:2,:2,) wieder riickgingig machen wollte. 

Die Sache soll also nunmehr in Ordnung gebracht werden. Das lieB 
sich auf verschiedene Art versuchen. Bei der getroffenen Wahl habe ich 
mich durch den Gedanken leiten lassen, da8 wenigstens die grundlegenden 
Tatsachen (§§ 1, 2, 3, 6, 7, 13—15) einem méglichst groBen Leserkreise 
zuganglich werden sollten. Allerdings, das habe ich nicht unternommen, 
den behandelten Stoff ganz rohen Anfiangern mundgerecht zu machen ( wie 
Lie es merkwiirdigerweise fiir tunlich gehalten hat). Wer nicht einmal 
mit homogenen Koordinaten umzugehen versteht, oder den Zweck ihres 
Gebrauches nicht einsieht, wer nicht weiB, was eine analytische Kurve 
oder Flache ist, oder wessen ,,Geometrie“ ausschlieBlich eine axiomatisch 
zu begriindende Wissenschaft von reellen und (meines Erachtens sogar nur 
vermeintlich) anschaulichen Figuren ist, der wird nicht geniigend vorbe- 
reitet sein. 

Unsere Geometrie der Kreise und Kugeln, wie sie immerhin auch 
ferner genannt werden mag, ist also in der Hauptsache eine Geometrie 
im komplexen Gebiet; gleich der héheren analytischen Geometrie, von der 
sie eine unter vielen méglichen Fortsetzungen bildet, ist sie ein Ausschnitt 
aus der Theorie der analytischen Funktionen von mehreren Verinderlichen; 
Objekte und Beweismethoden entnimmt sie der Analysis, wie es unerlaB- 
lich ist, wenn man nicht, nach Art aller sogenannten Axiomatiker, in den 
Anfangen stecken bleiben will. DaB eine Beschrinkung auf das Reelle 
und ,,Anschauliche“ an der Oberflaiche bleiben mu8, geht hier ja iibrigens 
auch schon daraus hervor, daB jene beriihmten von S. Lie entdeckten Trans- 
formationen, die (wenigstens im allgemeinen) geraden Linien Kugeln und 
asymptotischen Linien Kriimmungslinien zuordnen, im reellen Gebiet gar 
nicht existieren *). 

Natiirlich bringen die Besonderheiten reeller Figuren eine Reihe 
weiterer Aufgaben mit sich. Auf solche beziehen sich die Paragraphen 16 


*) Kriimmungs- und Asymptotenlinien kommen in der vorliegenden Arbeit, die 
es fast ganz mit der algebraischen Seite des Stoffes zu tun hat, noch nicht zur 
Sprache. Auch das bedarf der Prizisierung, die in ‘einem letzten Abschnitt vorgetragen 
werden sollte. Freilich wei8 ich nicht, ob ich mich jetzt noch dazu entschliessen werde. 
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und 17, in denen der Gegenstand mit der Theorie der Hermiteschen 
Formen in Verbindung gebracht wird; sonst aber konnten bei dem Um- 
fang, den das Ganze ohnehin schon angenommen hat, nur einige einfache 
Beispiele kurz behandelt werden. Uberhaupt hat der Reichtum des Stoffes 
hier und dort (jedoch nicht in der Darlegung der Grundbegriffe) eine ab- 
kiirzende Darstellungsform nétig gemacht. Bei einigen Einzelheiten sind 
die Beweise nur angedeutet, zuweilen auch ganz unterdriickt worden. 
Minder geiibte Leser mégen solche Stellen zunichst iiberschlagen. Ein 
formaler Mangel, der iibrigens sehr vielen geometrischen Untersuchungen 
anhaftet — die Benutzung eines speziellen Koordinatensystems —, muBte 
in den Kauf genommen werden, wenn der Zweck einer méglichst elemen- 
taren Darstellung nicht vereitelt werden sollte. Es laBt sich eben in 
solchen Fallen nicht alles an sich Wiinschenswerte mit einem Male er- 
reichen. Andere Geometer, die sich mit demselben Stoff beschaftigen 
wollen, werden noch genug zu tun finden; ich werde zufrieden sein, 
ihnen durch Klarstellung der Grundbegriffe den Ausgangspunkt geliefert 
zu haben. 

Wie die gewéhnliche Geometrie, soweit sie es mit einzeln betrachteten 
Punkten, Geraden und Ebenen zu tun hat, der Unterbau ist fiir die héhere 
projektive Geometrie, deren Objekte Kurven, Flaichen usw. sind, so oder 
ahnlich steht es auch hier. Der wichtigste Begriff zusammengesetzter Art 
ist hier der des Vereins, oder vielmehr das, was an Stelle des Lieschen 
Begriffs Verein zu treten hat. Aber der Versuch, hier ein Seitenstiick zur 
héheren projektiven Geometrie zu schaffen, begegnet mancherlei Schwierig- 
keiten. Es ist ein Anfang gemacht (§§ 5—12), sonderlich weit bin ich 
aber nicht gekommen. Das wichtigste Ergebnis in dieser Richtung ist 
der Lehrsatz VI. 

Aus dem bezeichneten AnlaB wird unter anderem ein Problem be- 
handelt, das der projektiven Geometrie angehért: Das Problem der Be- 
stimmung der Raumkurven dritter Ordnung mit vier ( passend) gegebenen 
Tangenten. 

Diese Aufgabe hat, so speziell sie ist, wie ich glaube, ein nicht ge- 
ringes Interesse. Es gibt unendlich viele Kurven der gesuchten Art, die 
sich auf eine oder zwei Scaaren verteilen. Das Auftreten einer derartigen 
Alternative, besonders aber der fernere Umstand, daB sie keineswegs ohne 
weiteres kenntlich ist, sondern erst bei einer eingehenden algebraischen 
Untersuchung zum Vorschein kommt, ist geeignet, Licht auf eine Reihe 
von Behauptungen und angeblichen Beweisen zu werfen, die in der Lite- 
ratur der abzaihlenden Geometrie einen breiten Raum einnehmen’*). 


®) Das Prinzip der Erhaltung der Anzahl, Leipziger Berichte 1916. 
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Herr H. Mohrmann, dem meine Arbeit im Manuskript vorgelegen hat, 
hat an diese Untersuchung und an iltere Arbeiten von A. VoB angekniipft, 
und er hat noch eine erstaunliche Menge weiterer Ergebnisse zum Vor- 
schein gebracht'*). 


Erster Abschnitt. 
Das Kontinuum der orientierten Linienelemente. 
1. Linienelemente und Orienticrungsproze8. 


Im Punktkontinuum der gewdéhnlichen projektiven Geometrie des 
komplexen Gebietes, d. i. im Bereich von vier komplexen VerhiltnisgréBen 
%o:%,:%_:%, kann die Punktgleichung (d. h. die Gleichung in Punkt- 
koordinaten) einer jeden nicht-singuliren Flache 2. Grades (2. Ordnung 
und 2. Klasse) in die Form 
(1) 2%, — 2,27, = 0 
gesetzt werden. Wir werden diese Flache im folgenden festhalten und 
werden sie die absolute Flache nennen. 

Die Gleichung (1) 148t sich in allgemeinster Weise dadurch befriedigen, 


da8 man die als Punktkoordinaten benutzten GréBen x, durch zwei Paare 
weiterer VerhaltnisgréBen [,:1[,, t,: 1, ausdriickt, 


(2) a =1,t,, z, =1,t, z,=1[,t,, z,=I,r,. 


Durch Vermittelung dieser als Parameter bezeichneten VerhiltnisgréBen 
wird dann die Flache eindeutig-umkehrbar und iiberall stetig auf Stellen- 
paare zweier binarer Gebiete, z. B. auf Punkte zweier gerader Linien ([, r) 
abgebildet. Halt man den Punkt [(r) fest, und variiert man dann den 
Punkt r(1), so erhalt man, auf der absoluten Flache, alle Punkte einer 
_pbinkseitigen (rechiseitigen) geradlinigen Erzeugenden. Unterwirft man 
die VerhaltnisgréBen [,:1, und r,:1, beliebigen voneinander unabhangigen 
linearen Transformationen, so werden dadurch lineare Transformationen 
der VerhiltnisgréBen xz, induziert, und diese liefern die vollstandige Gruppe 
der eigentlichen automorphen Kollineationen der absoluten Fliche. Ins- 
besondere kann jede dieser Kollineationen auf zwei wesentlich verschiedene 
Arten durch Paare linearer Transformationen (der Verinderlichen [, r) 
ausgedriickt werden, die gleiche Diskriminanten (Determinanten), z. B. die 
Diskriminante Eins haben. Analog kann man (bei linearer Vertauschung 
von [ und r) wneigentliche automorphe Kollineationen der absoluten 
Flaiche erkliren. Jede von beiden Transformationsscharen, die zusammen 
eine Gruppe bilden und die automorphen Kollineationen der absoluten 


*) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 26 (1917), S. 176—215. 
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Flache erschépfen, besteht aus oc*** Transformationen, d. h. ihre allgemeine 
Transformation ist analytisch und hangt (algebraisch) von sechs wesentlichen 
komplezen Parametern ab. 

Irgendein ebener Schnitt der Flache wird dargestellt durch eine 
bilineare doppelthomogene Gleichung 


(3 Uo 1, t, + uw, [, t. + wl, 1, -+ u,I,t, = 0, 
deren’ Koeffizienten die homogenen Koordinaten der Schnittebene sind. 


Die Schnittebene ist irreduzibel, wenn die Diskriminante u,u, — u,u, der 
Gleichung (3) nicht verschwindet; andernfalls, also wenn 

(4 U,U, — UU, = 0 

ist, beriihrt die Ebene die absolute Flache, und ihre Schnittkurve zerfallt 
in zwei Erzeugende’). 

Wir betrachten jetzt zwei Punkte z und y unserer Flache, die nicht 
durch eine Erzeugende verbunden werden kénnen. Schreiben wir dann 
ihre Parameter in der Form [,, r,; 1; + 1; dt, t+ tdt(i = 1, 2), so werden 
die Determinanten 
(5 (')=t%—Lh, - (re’)—2,%—44/ 
von Null verschieden sein. Lassen wir ferner dé gegen Null konvergieren, 
so nahert sich die 2 und y verbindende Gerade einer Grenzlage, einer 
Tangente der absoluten Fliche im Punkte z, die nicht Erzeugende ist. 

Die Lage dieser Tangente lat sich nun, mit Hilfe der eingefiihrten 
GréBen, auf noch einfachere Weise bestimmen. Sie wird namlich bereits 
vollstindig durch ein System von vier VerhaltnisgréBen bezeichnet, das 
aus den zweimal zwei homogenen GréBen I,, ly, Ty, Th mit Hilfe einer 
WurzelgréBe (eines Verhiltnisses zweier Quadratwurzeln ) abgeleitet werden 
kann: Als eine Art von Koordinaten oder Parametern der Tangente 
kénnen die folgenden vier homogenen GrédBen dienen: 


(6 i, = V(rr’)-I,, r, = V({1')-t, (¢ = 1, 2). 
In der Tat hangen die (Pliickerschen) Koordinaten der Tangente, die 
VerhaltnisgréBen 
(re) LG+() 2,2, : (er): (OC) xf: 
~(rv’) 1,4+(It') x, 2, : (rr’)  : —(M’) 
nur von den GréBen (6) ab. Umgekehrt aber gehéren zur Tangente zwei 
wesentlich verschiedene Systeme von VerhiltnisgréBen 


5) Die ganze weiterhin abzuleitende Theorie wiirde sich, ohne gréBere formale 
Komplikation, auch ohne Gebrauch spezieller Koordinaten, nimlich mit Hilfe einer 
trilinearen (quaterniren und doppeltbinéren) Form (U M) (1s) (rt) durchfiihren lassen. 
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Kennt man eines von diesen, so kennt man damit auch die Parameter 
[,:1,=—4:1,, T,:%, = 7,27, 
des Beriihrungspunktes der Tangente. 


Damit haben wir eine Parameterdarstellung des gesamten Tangenten- 
komplexes der absvluten Flache: 


Xa= 44th, Xn=h, Xo = ri, 
X.3= —4l +r, X,,=&, X= —n. 


Diese Formeln liefern namlich, entsprechend Parametersystemen der be- 
sonderen Formen 


(7) 


(8) 1:1,:0:0, 0:O:r,: 1, 
auch die bisher ausgeschlossenen Tangenten, die ganz auf der Flache liegen, 
also ihre geradlinigen Erzeugenden. Aber sie liefern, abweichend von den 
tibrigen Tangenten, jede dieser Erzeugenden nur einmal, und auBSerdem 
bestimmen sie keinen einzelnen Punkt auf einer solchen Tangente, die ja 
einen bestimmten Beriihrungspunkt gar nicht hat. 


Das Ergebnis dieser Uberlegung kann man wie folgt ausdriicken: 

I. Der Tangentenkomplex einer nicht-singuldren Flache 2. Ordnung 
laBt sich (nach Analogie der Herstellung einer Riemannschen Flache) 
mit zwei Blattern tiberdecken, die in den beiden Scharen von Erzeugenden 
der Flaiche, ihren Verzweigungsmannigfaltigkeiten, miteinander 
zusammenhdngen. Diese doppelte Uberdeckung ist Trdgerin eines quater- 
naren Gebietes. D.h. sie kann birativnal und ausnahmslos eindeutig-um- 
kehrbar auf ein projektives Punktkontinuum von drei komplexen Dimen- 
stonen abgebildet werden. 

Homogene Punktkoordinaten in diesem Kontinuum, das wir als 
Bildraum {&} bezeichnen werden, sind eben die VerhaltnisgréBen ( Para- 
meter ) 


(9) €,:€,:€,:€ = 1:4: 9,:%,. 


Den beiden Scharen von Erzeugenden der Fliche entsprechen zwei 
gerade Linien, deren Punkte Koordinaten der Form (8) haben. Diese 
Geraden sind die Leitlinien einer irreduzibelen Linienkongruenz 1. 0., 
1. KL, der ,,absoluten Kongruenz“ des Bildraumes {&}. Den Punkten 
jeder Geraden dieser Kongruenz entsprechen die Tangenten irgendeines 
der im Tangentenkomplex gelegenen ebeneh Biischel. Aber dieses Biischel 
wird ebenfalls doppelt iiberdeckt, da ja zwei durch die Leitlinien harmonisch 
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getrennte Punkte derselben Tangente entsprechen. Verzweigungsstellen im 
Biischel, in denen die beiden Blatter miteinander zusammenhingen, sind 
die beiden dem Biischel angehérigen Erzeugenden der absoluten Flache. 

Wir sind nunmehr in der Lage, aus jeder Geraden des Tangenten- 
komplexes zwei neue Figuren hervorgehen zu lassen, die nur dann nicht 
voneinander verschieden sind, wenn die Tangente Erzeugende der Flache 
ist. Ihre Erklarung und Unterscheidung erfolgt dadurch, daB man den 
Koordinaten einer Komplexlinie (die der Gleichung 


(10) Xo: + Xoy — 2 Xoq Xq, + 2 Xoq Xiq = 0 
geniigen) den Wert einer Quadratwurzel hinzufiigt*). Kennt man die 
Koordinaten X;,, so kennt man ja, nach Nr.(7), auch die Verhiltnis- 
groBen 
iL ly:kirisryre: rt, 
und immer kann man aus diesen die Verhiltnisse 
Gb: 9.3% 


bestimmen, in der Regel auf zwei Arten. Die (willkiirliche) Entscheidung fiir 
eine dieser Méglichkeiten nennen wir OrientierungsprozeB; wir sagen, daB 
durch diese Entscheidung aus der (nicht-orientierten) Tangente der Flache 
2. Ordnung eine neue ,,geometrische Figur“, die orientierte Tangente 
hervorgeht’). Diese ,,orientierte“ Tangente hat dann also zum Bilde 
immer einen bestimmten Punkt . Zwischen der orientierten und der 
nicht-orientierten Tangente besteht nur dann kein Unterschied, wenn es 
sich um eine Erzeugende der Flache 2. Ordnung handelt. Den Ubergang 
von der einen Orientierung zur anderen nennen wir Umkehrung der 
Orientierung. 

Kine Operation, die dem Orientierungsproze8 gewissermaBen entgegen- 
gesetzt ist, besteht darin, daB man eine geeignete quadratische Mannig- 
faltigkeit eines Raumes R, von vier komplexen Dimensionen (eine solche 
*) Nicht fiir alle Tangenten X derselben Wurzel. Man braucht ein System von 
vier Quadratwurzeln, die die Produkte l,r,, l,r,, ,7r,, 1,7, bestimmen, und zu zweicn 
voneinander abhangig sind. Ich gehe auf diese WurzelgréBen, deren Betrachtung bei 
aller ibrer Einfachheit nicht ohne Interesse ist, vorlaufig nicht naher ein, da ihre 
Erérterung hier noch entbehrt werden kann, und zu sehr von unserem eigentlichen 
Gegenstande ablenken wiirde. Im dritten Abschnitt werde ich auf die Sache zuriick- 
kommen. 

?) Ahnliche Prozesse kommen in der Literatur vielfach vor. Es fehlt aber dann 
nicht selten die Einsicht, da8 man es mit einem neuen Gebilde zu tun bekommt, 
und es fehlt dann auch eine brauchbare Terminologie. So schun im Falle der 
»Normalform der Gleichung eincr Ebene“. 
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von nicht verschwindender Diskriminante und mit Mittelpunkt) aus 
ihrem Mittelpunkt in den gewdhnlichen Raum, etwa in das uneigent- 
liche Gebiet des Raumes R, selbst, projiziert. Die uneigentlichen (so- 
genannten unendlich fernen) Geraden auf der quadratischen Mannigfaltig- 
keit, also die geraden Linien auf ihrem scheinbaren Umri®, werden dann 
ihre eigenen Bilder, die eigentlichen Geraden aber, die zu zweien dieselbe 
Projektion haben, liefern die iibrigen Tangenten der UmriBflache, deren 
jede somit zweimal erscheint. Diesen bekannten ProjektionsprozeB haben 
wir also in gewissem Sinne teilweise riickgingig gemacht, wobei der 
Unterschied nur der ist, daB wir es vorliufig vorgezogen haben, mit 
unseren Gedanken im gewdéhnlichen projektiven Punktkontinuum zu ver- 
bleiben. UObrigens sieht man, auch ohne eine solche Uberlegung, daB mit der 
doppelten Oberdeckung des betrachteten Tangentenkomplexes eine doppelte 
Oberdeckung auch des projektiven Punktkontinuums selbst verbunden sein 
muB, bei der die angenommene Flache 2. Ordnung als Verzweigungsmannig- 
faltigkeit fungiert. Neben den Begriff des Punktes wird man einen zweiten 
hier orientierter Punkt zu nennenden Begriff stellen kénnen. Wenn ein 
Punkt z und eine Gerade X unseres Tangentenkomplexes vereinigt liegen, 
so werden wir zwei Fille zu unterscheiden haben, und nur in einem von 
ihnen werden wir sagen, da8 der orientierte Punkt mit der orientierten 
Tangente der Flache 2. Grades vereinigt liegt. Es fragt sich, wie dieser 
Gedanke algebraisch auszufiihren ist. 

_ Wir kehren jedoch zunichst zur Betrachtung des Tangentenkomplexes 
selbst zuriick, und verbinden nunmehr mit dem Gesagten die Bemerkung, 
da8 wir jede Gerade dieses Komplexes durch Figuren bestimmen und auch 
ersetzen kénnen, die auf der Fliche 2. Grades selbst liegen. So wird diese 
Tangente durch die Gesamtheit der ebenen Schnitte der Fliche bestimmt, 
deren Ebenen die Tangente enthalten. Diese Schnitte bilden entweder eine 
Schar von Kegelschnitten, die bis auf einen irreduzibel sind, und ein- 
ander im selben Punkte bertihren, oder sie bestehen aus einer Erzeugenden 
der einen Schar, verbunden mit allen Erzeugenden der anderen Schar, 
kénnen also wiederum als Kegelschnitte angesehen werden, die einander, 
nun allerdings in allen Punkten einer Geraden, beriihren. Durch den 
Orientierungsproze8 wird natiirlich auch die Mannigfaitigkeit dieser Scharen 
von Kegelschnitten mit zwei Blittern iiberdeckt. Als Verzweigungs- 
mannigfaltigkeit fungieren dann die Scharen der zweiten Art, die aus 
lauter zerfallenden Kegelschnitten bestehen. Offenbar kann man aber 
die hier bezeichnete Zuordnung der Tangenten der Fliache 2. Grades zu 
Figuren auf der Fliche durch eine noch etwas einfachere ersetzen: Nichts 
steht im Wege, an Stelle der Scharen zweiter Art wieder die Erzeugen- 
den der Flache selbst treten zu lassen. 
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Hiermit haben wir schon die Bestandteile eines weiteren Begriffs, 
der sich auf die Geometrie auf einer Fliche 2. Grades oder in dieser 
Fliche (geometria intrinseca) bezieht. Wir fassen die beiden Begrijfe: 
Biischel einander beriihrender Kegelschnitte samt Orientierung, und Er- 
zeugende der Fldiche, in den einen Begriff orientiertes Element zu- 
sammen. Unsere Uberlegung hat gezeigt, daB diese Figuren ungeachtet 
ihrer Verschiedenartigkeit als ein einziges und zwar abgeschlossenes Kon- 
tinuum aufgefaBt werden kénnen, und da8 dieses Kontinuum iiberdies 7'rdger 
eines quaterndren Gebietes ist (Satz I). — Eine solche Zusammenfassung ist 
nicht so befremdlich, wie es méglicherweise scheinen mag. Denn bei 
einer iiblichen Begriindungsart der projektiven Geometrie tut man genau 
dasselbe, wenn man die Begrifie Punkt (Punkt im Endlichen, eigentlicher 
Punkt) und Parallelenbiindel zu einem neuen Begriff zusammenfaBt, der 
dann Punkt schlechthin genannt wird. Die ,,uneigentlichen Punkte“ sind 
bei dieser Begriindungsart) doch gar nichts anderes als Parallelenbiindel. 
Ja schon bei Erklarung des elementarsten aller Kontinua, des Kontinuums 
der reellen Zahlen, tut man dasselbe, indem man den rationalen Zahlen 
die nach ihrer Definition zwar ,,Schnitte“‘ bestimmen, aber durchaus nicht 
solche sind) die Dedekindschen Schnitte, also véllig heterogene Gebilde, 
hinzufiigt. Ein solches Verfahren ist erlaubt, es mu aber, gleich jeder 
anderen Definition, geniigend motiviert sein. Der Nachweis, daB es im 
vorliegenden Falle zweckmaBig ist, geschieht durch den Gesamtverlauf 
der folgenden Untersuchung. 

Nimmt man das Koordinatensystem reell, so stellt die Gleichung (1) eine reell- 
geradlinige Fliche 2. Ordnung dar, und die reellen Punkte dieser Flicke werden 
erschépfend durch reelle Werte der Parameter |, :[,, t,:1t, dargestellt. Es ist aber 
zu beachten, daB vom reellen Zug des Tangentenkomplexes der Fliche ein gleiches 
nicht gilt. Legt man naimlich den Verhiiltnissen |, :{,:r,:1r, reelle Werte bei, so er- 
halt man die reellen Tangenten der Fliche sozusagen nur zur Hilfte; das eine Paar 
von Scheitelwinkeln zwischen zwei Erzeugenden wird von den dargestellten Tangenten 


doppelt iiberdeckt, wobei die Erzeugenden selbst als Verzweigungselemente fungieren. 
VerhaltnisgréSen der Form 


tle: ty stele: ict ine, 
wo nunmehr (,”, {., r,, tr, reell sind, liefern die ausgeschlossenen reellen Tangenten 
(jede zweimal) und nochmals die Verzweigungselemente. 

Legt man auf eine gesonderte Betrachtung reeller Figuren Gewicht, so wird man 
sich in der Regel mehr fiir den Fall interessieren, der einer Fliche 2. Ordnung mit 
reellen Punkten, aber ohne reelle gerade Linien entspricht. Man wird dann diese 
Fliche zweckmiaBig mit einer Kugel 

y; —y¥? —yS -—y; = 0 
identifizieren. Die komplexen Punkte einer solchen Fliche entstehen aus den kom- 
plexen Punkten der Fliche (1) durch imaginire Kollineationen, z. B. durch die lineare 
Transformation 


Mathematische Annalen. 86. 4 








50 E. Study. 


Yo = % — 2, w= %- 2%, 
¥e= i (2, + 2), Ys = — %— %, 
woraus man die Parameterdarstellung 
Yo=rhy—hy, w= ky —-tht, 
¥e = 1( +f, 4), %=—-La—-ky 


der Kugelfliche erhilt. Die reellen Kugelpunkte werden geliefert durch die Lésungen 
der Gleichung eines Hermiteschen Polarsystems, 


Ltti,% =0, 
sie werden also (erschépfend) dargestellt etwa durch die Formeln 
Ho =AA+hh, on Ligth dy, 
Ye=TAig—t) y= -4At+a’a. 


Die entsprechenden zur Darstellung des Tangentenkomplexes dienenden Formeln sind 


| Yn =k —ri+n, Ya=T{i-H+ri-n}, 
Ye=—{h+h—-ni-—n}, y,, =-U- -9;-9,, 

| Y,, =2{l,4—r, 7}, Yig=—2i {try te}: 
You =a —A +i —¥, Yon == {4-4 a +4}, 
%=3(8+8-8-%9. ¥,--f-8-E-F. 
¥og = 2 {4,4 +4, 4}, Yie= + {4 4,—-4, 4}. 


Die letzten Formeln enthalten in den komplexen Gréfen 4,, 4, drei wesentliche 
Parameter. Ersetzt man in ihnen, unter @ sine reelle Zahl verstehend, 4, und 4, 
¢ .@ 
‘ ¢=— 
durch ¢ *.4, und e *-4,, so dreht sich, bei von Null an wachsendem @, die dar- 
gestelite reelle Kugeltangente um ihren Beriihrungspunkt y durch den Winkel @; 
fir ®@=2 nimmt die Tangente ihre urspriingliche Lage wieder ein, wahrend ihre 
Orientierung die entgegengesetzte gewordon ist: Statt des Bildpunktes mit den 
Koordinaten 
A, 24g: —-4:4, 
erhalt man jetzt den Bildpunkt 
4,:4,:4,:—1,. 
Ubrigens lassen sich, wo es sich um reelle Figuren handelt, die entwickelten 
Formeln noch verbessern: 


Die Abbildung des Tangentenkomplexes einer reellen Kugel auf das projektive 
Punktkontinuum last sich 80 einrichten, da£ reelle Kugeltangenten und reelle Punkte 
einander entsprechen. Die Leitlinien der absoluten Kongruenz sind dann konjugiert- 
imagindr. 

Um dies in Evidenz zu setzen, hat man nur an Stelle der vier homogenen Para- 


meter oder Koordinaten |,:l,:r,: 7, vier neue Parameter oder Koordinaten einzu- 
fibren durch die Substitutionen 


24,=4,+i»,, 2r,=—matin, parents) 
2h=a+in,, 2n= win, A= My ti ry, 
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Die reellen Kugeltangenten werden dann erhalten, wenn man in den Formeln 


1 
Yo = 5 (el— ri —ai +2}, Yos= My % — My %» 
1 
Yo = My % + My %e» Yu=— 5 (ei —v? +e —r?), 
Yoo= Ii Me—%%» Yu= My, + ie 


den Parameterverhiltnisse pu, :“,:¥,:17, reelle Werte beilegt. Die Orientierung einor 
vorgelegten reellen Kugeltangente erfo'gt dann immer durch Entscheidung iiber den 
Wert der WurzelgréBe 





VY¥oi + You+ You = V Yes + Yau + Yi § 

sctzt man diesen Wurzelwert 
= 7 luitot+ att vt), 
so lassen sich die reellen VerhialtnisgréBen 
My? Mg 2%, 2 Me 

immer eindeutig bestimmen*). Die Bildpunkte entgegengesetzt - orientierter Kugel- 
tangenten crhalten Koordinaten, die in der Beziehung 

BE: wes v2: of = 9, : Hg: — My? — Me 
stehen. Die WurzelgréBe 

V ¥en + Yon + Yos 

aber ist eben die, von der, in der Euklidischen Geometrie, allgemein die Orientierung 
einer Geraden, dic Unterscheidung zweier Richtungen auf dor Geraden, abhingt. 
Man kann also fiir die reellen Kugeltangenten den Orientierungsproze£ so deuten, dab 
jeder von ihnen eine sogenannte positive Richtung — im elementargeometrischen Sinne 
d-s Wortes — beigelegt wird®). 

Auch der letzte Fall einer reellen Fliche 2. Grades ohne reelle Punkte und 
Erzeugende hat Interesse. Hier |48t es sich erreichen, da8 konjugiert -imaginaren 
Tangenten der Fliche gewisse Parametersysteme entsprechen, die einander im Polar- 
system einer (quaterniren) definiten Hermiteschen Form zugeordnet sind. Solche 
Tangenten kinnen einander schneiden, und sie bestimmen dann einen reellen ,orien- 
tierten Punkt“ und eine reelle ,orientierte Ebene“. 

Mit diesen Andeutungen, deren genauere Ausfiihrung man im dritten Abschnitt 
finden wird, miissen wir uns hier begniigen. 

Grenzfille des hier betrachteten Komplexes sind der Tangentenkomplex eincs 
irreduziblen Kegels 2. Ordnung und der Sekantenkomplex einer irreduziblen Kurve 
2. Klasse. Auf diese Figuren lé8t sich der Satz I iibertragen, aber nicht ohne 
wesentliche Anderungen. Der Orientierungsprozes fiallt weg, die Parameterdarstellung 
des Komplexes wird eindeutig. Aber nun gilt sie nur ,,im allgemeinen“, es treten singu- 
lare Stellen auf, die deutlich bezeichnet und besonders untersucht werden miissen. 


*) Im komplexen Gebiet gilt das Entsprechende nicht allgemein. Dort bilden 
namlich die Geraden eine Ausnahme, fiir die die eingefiihrte WurzelgréBe den 
Wert Null hat. 

*) Mutatis mutandis gilt das auch noch im komplexen Gebiete. Eine Ausnahme- 
stellung nehmen jedoch die eben genannten Tangenten ein. Vgl. die vorausgehende 
Anmerkung. 


4* 
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Diese Komplexe tragen also nicht quaterndre Gebiete (wenigstens nicht, wenn man sie 
nimmt, wie sie sind) EKinen solchen Komplex bilden nun die isotropen Geraden 
(Minimalgeraden) des Euklidischen Raumes, wenn man zu ihnen auch alle uneigent- 
lichen Geraden rechnet, Dies hat zur Folge, daB der Einbau der Kugelgeometrie 
in den Euklidischen Raum sich verwickelter gestaltet als das, was wir hier vorhaben. 
Erwilnt sei schlieblich noch, daB die erklarien orientierten Elemente als ein 
Scitenstiick gelten kénnen zu der besonderen Art ,orientierter Elemente 2. Ordnung“ 
der ebenen projektiven Geometrie, die als Ausartungen Punkte und gerade Linien haben 


(Leipz. Ber. 1901). Die gruppentheoreti:chen Eigenschaften beider Arten von Figuren 
sind jedoch sehr verschieden 


2. Vereine orientierter Elemente. 


Wir kehren jetzt zuriick zur Geometrie im komplexen Gebiet und 
zur Darstellung der untersuchten Flache 2. Ordnung durch die Gleichungs- 
form 

zy Zz, ~ Be zs 0. 

Sind die GréBen 1,, l,, r,, r, oder &, &,, &, &, dargestellt als ana- 
lytische Funktionen eines komplexen Parameters ¢, rait gemeinsamem 
Existenzbereich, so gibt es unter den zugehdérigen orientierten Elementen 
unter Umstanden keine, die voneinander verschieden waren. Vielmehr ist 
dazu notwendig (und hinreichend), daB die aus den Parametern und 
ihren ersten Differentalquotienten gebildete Matrix 


, l, ", Ts 
, , , , 
ht ts 


im allgemeinen den Rang 2 hat“, d.h., daB keine Gleichung der Form 


‘rr 


(Eno) =0 {é, 9, ¢} 


besteht; daB also die Determinante mit dem Diagonalglied Pw x Nat, nicht 
verschwindet fiir alle 7, ¢ und fiir alle zulassigen Werte von ¢. Ist diese 
Voraussetzung erfiillt, so haben die angenommenen Abhangigkeiten weitere 
analytische Abhangigkeiten zur Folge, die zwischen den Verhdltnissen der 
vier Parameter oder Koordinaten des Bildpunktes £ stattfinden, und diese, 
die iiber den Definitionsbereich der Funktionen &,(t) hinausgehen kénnen, 
erklaren in ihrer Gesammtheit im Bildraume eine analytische Kurve, auf 
der Flache 2. Grades eine Schar orientierter Elemente (nach der iiblichen 
Bezeichnung co’, eigentlich oo* Elemente). In gewisser Umgebung einer 
jeden Stelle eines solchen analytischen Gebildes lassen sich auf unendlich 
viele Arten Parameter ¢* finden, derart, daB dort die vier GréBen ¢, als 
gewohnliche Potenzreihen, fortschreitend nach Potenzen von ¢*— ¢*, dar 
gestellt werden kénnen. Jeder dieser Parameter ist analytische Funktion 
jedes anderen. Die Gesamtheit aller durch eine dieser Potenzreihen dar- 
stellbaren Elemente oder Kurvenpunkte liefert ein Stick der Elementen- 
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schar oder Kurve, das diese noch nicht zu erschépfen braucht, sie aber 
ebenso bestimmt, wie das System der urspriinglichen Funktionen &,(t). 
Natiirlich kénnen auch verschiedene Stellen der Schar oder Kurve zu 
demselben Element oder Punkt gehéren. Wir reden dann, entsprechend 
einem auch sonst vielfach iiblichen Gebrauch, von einer Uberlagerung 
dieser Stellen, und von verschiedenen Zweigen der Schar oder Kurve, die 
durch das Element gehen, oder den Bildpunkt des Elementes enthalten. 

Nicht der Schar oder Kurve selbst, sondern nur ihrer wie wir 
sagen wollen — natiirlichen Grenze gehéren solche Elemente oder Punkte 
an, die auf die beschriebene Art nur approximiert, nicht erreicht werden 
kénnen; womit natiirlich nicht ausgeschlossen ist, daB dieselben Elemente 
oder Punkte auf anderen Wegen erreichbar sind und also von Stellen der 
Kurve selbst dberlagert werden. Warum wir es fiir unzweckmibBig halten 
miissen, solche Elemente oder Punkte der betrachteten Schar oder Kurve 
selbst hinzuzurechnen, sieht man an einfachen Beispielen, wie an dem der 
transzendenten ebenen Hypozykloiden, wo Grenzstellen schon die ganze 


. i a 1 
Ebene erfiillen, und auch schon an dem gelaufigen Beispiel y = sin—, wo 


sie eine gerade Linie bilden. 

Zwei besondere Scharen von Elementen (,,uneigentlichen Elementen‘) 
sind die beiden Scharen von Erzeugenden unserer Flache’®). Abgesehen 
von diesen beiden Scharen gehéren zu den Elementen einer jeden Schar, 
mit Ausnahme héchstens der Elemente einer abzihlbaren Menge, bestimmte 
Punkte z. Alle diese Punkte kénnen zusammenfallen, in der Regel aber 
werden zu verschiedenen Elementen der Schar auch verschiedene Punkte x 
gehéren. Der erste Fall tritt offenbar dann ein, wenn die beiden Glei- 
chungen 


1 ll’) =0 {t}, (rr’)=0 {t} 


bestehen, d. h., wenn die Determinanten 1,1; — 1,1; und r,r3— rer{ identisch 
verschwinden fiir alle zulissigen Werte von ¢ (und folglich auch fiir die 
ganze Schar bei jeder beliebigen Art der Parameterdarstellung). Im 
zweiten Fall werden die Punkte 2 einer analytischen Kurve angehdéren, 
deren Tangenten notwendig auch Tangenten der absoluten Fliche sind, 
auf der die Kurve liegt. Hse kann nun sein, daf diese Tangenten der 
Kurve iiberall zusammenfallen mit den Tangenten der Flache zweiter 
Ordnung die zu den orientierten Elementen der betrachteten Schar ge- 
héren. Die Bedingung dafiir wird sofort ermittelt: Sie ist 


*”) Nach der Definition von S. Lie (und anderen) gehért eine Erzcugende der 
Fliche 2. Ordnung nicht zu den Elementen. Sie ist vielmehr ein ,,Verein“ von 
uncndlich vielen Elementen. 
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(2) (t') —(rr’) =0 {8}. 
Dieselbe Gleichung besteht aber natiirlich auch im Falle (1). 

Im Falle (2) diirfen wir sagen, daB die Elemente der Schar eine 
Kurve, im Falle (1), daB sie einen Punkt umhiillen. Die Kurve oder 
der Punkt ist ,,das Umbiillungsgebilde“ der Schar. In beiden Fallen 
sagen wir, daB die Elemente der Schar einen analytischen Verein orien- 
tierter Elemente, kiirzer, einen orientierten Verein bilden. Auch ist die 
Ausdrucksweise gerechtfertigt, daB zwei ,,konsekutive‘ Elemente (I:r) 
und 1+-l'dt:r-+r'dt) eines solchen Vereins vereinigt liegen. 

Unsere Herleitung zeigt, daB die Gleichung (2) nur auf die ange- 
gebenen beiden Arten identisch erfiillt werden kann. Hes gibt auf der 
absoluten Flache nur zwei Arten (analytischer) orientierter Vereine, 
»Punkte“ und ,,orientierte Kurven“ (wie wir ebenfalls sagen diirfen). 
Wie gesagt, ist dabet zu beachten, daB die Erzeugenden der 
Flache nicht zu den Vereinen gehdoren, sondern orientierte Ele- 
mente sind. 

Jeder Punkt der absoluten Flache bestimmt also einen Verein, oder, 
der Punkt als Ort der zugehGrigen orientierten Elemente ,, ist“ ein Verein"). 
Dagegen wird eine Kurve auf der Flache (abgesehen von deren Erzeu- 
genden), je nach Umstanden, einen oder zwei orientierte Vereine be- 
stimmen. Hat man namlich an einer regularen Stelle, oder vielmehr fiir 
eine Umgebung dieser Stelle, den Orientierungsproze8 fiir die Kurven- 
tangenten vollzogen, und so (fiir jede Stelle dieser Umgebung) durch 
analytische Zuordnung ein orientiertes Element bestimmt, so kann man 
von da aus unter Anwendung des Prozesses der analytischen Fortsetzung 
auf der Kurve weitergehen, und schlieBlich, wenigstens in Gedanken, aus 
der Kurve eine orientierte Kurve ableiten. Man kann dabei auch, auf 
geschlossenem Wege, zu der zuerst orientierten Stelle zuriickkehren, und 
dann kann es sein, daB auBer der urspriinglichen Orientierung auch die 
andere sich einstellt. Mit anderen Worten, es kann sein, daB man bei 
Umkehrung der Orientierung aller Elemente des Vereins einen neuen 
Verein erhalt, es kann aber auch sein, daS man denselben Verein repro- 
duziert. 

Die analytischen Vereine orientierter Elemente auf der absoluten 
Flache sind demnach von zweierlei Beschaffenheit. Die einen, die wir 





") Der Punkt unserér Fliche 2. Ordnung ist eigentlich zu unterscheiden von 
dem Inbegriff (Verein) der zugehdrigen orientierten Elemente. Indessen wird unsere 
abkiirzende Ausdrucksweise, die fiir beide Begriffe dasselbe Wort verwendet, kein 
MiBverstindnis hervorrufen kénnen. Das naheliegende Wort Punktverein wird besser 
vermieden, wegen des Anklangs an das Wort Elementverein, das keinen analogen 
Sinn hat. 
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zweizdhlig nennen, bleiben bei dem UmkehrungsprozeB in Ruhe, die 
anderen, einzdhligen, werden durch Umkehrung gepaart. Die zweizahligen 
Vereine tiberdecken, wenn thre Elemente Kurven umhiillen, diese doppelt**), 
die einzdhligen (die immer zu Kurven gehdren) einfach. Die ein- 
zahligen Vereine sind durch die entsprechenden Kurven zweideutig, die 
zweizahligen Vereine, soweit sie Kurven enteprechen, eindeutig bestimmt. 

Die Punkte gehdren, als Vereine, zu den zweizahligen, die (irredu- 
ziblen) orientierten ebenen Schnitte der Flache dagegen zu den einzahligen 
Vereinen 

Die Richtigkeit der letzten Behauptung ergibt sich u. a. schon daraus, 
daB ein solcher ebener Schnitt Trager eines biniren Gebietes ist, punkt- 
weise eindeutig auf die reellen Punkte einer Riemannschen Zahlenkugel 
abgebildet werden kann, und da8 unter seinen Tangenten keine Erzeu- 
gende der Fliche vorkommt. Die zwei Blatter, mit denen man diese 
Zahlenkugel, entsprechend der doppelten Orientierung, zu iiberdecken hat, 
kénnen also nirgends miteinander zusammenhingen. 

Wir fassen die beiden letzten Arten von Vereinen, also die Punkte 
und die (irreduziblen) orientierten ebenen Schnitte, unter dem Namen 
zyklischer Vereine zusammen, und betrachten sie, als die einfachsten und 
daher wichtigsten Vereine, noch etwas genauer. 

Um einen irreduziblen ebenen Schnitt der Flache zu orientieren, um 
also aus ihm einen zyklischen Verein abzuleiten, mu8 man die Orientierung 
einer seiner Tangenten willkiirlich vornehmen. Die Orientierung aller 
iibrigen Tangenten, und damit alle orientierten Elemente des Vereins» 
wird man dann kennen, wenn die Bedingung dafiir bekannt ist, daB zwei 
orientierte Eiemente demselben zyklischen Verein angehéren. 

Nun kann man zuniachst die Bedingung dafiir aufstellen, daB vier 
Punkte 2,, x,, Z,, %, der Flache zweiter Ordnung demselben ebenen Schnitt 
angehéren. Sie wird ausgedriickt durch das Verschwinden der Determinante 
aus ihren Koordinaten, durch das Verschwinden des Ausdrucks 


(3) (a, ay @,) = (1,1) (GL): (tte) (tt) — (LG) (GL) (ts) (et), 

womit im Falle des irreduziblen ebenen Schnittes offenbar ausgesagt wird, 
da8 die vier Punkte in den zwei Scharen von Erzeugenden entsprechend 
gleiche Doppelverhaltnisse oder Wiirfe bestimmen’*). Als Bedingung 
dafiir, daB die zu zwei Paaren konsekutiver Punkte gehérigen Tangenten 
der Flache einander schneiden, erhalten wir hieraus (durch die Substitutionen 
l= 1,+ (dt, ,=1,+ {dr usw. und durch nachfolgenden Grenziibergang) 


(1,13) (lols) (tate) = (Lile)” (titi) (ters), 


*#) Abgesehen natiirlich von etwanigen Verzweigungsstellen. 
*®) (Late) = Cea lea — Keo len 
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oder, nach Ubergang zu Elementkoordinaten (§ 1), 
(Ll,)° = (yra) 


Hier kann man beiderseits die Quadratwurzel ausziehen. Die Vor- 
zeichen aber sind dann so zu bestimmen, da8 bei Zusammenriicken beider 
Punkte auf dem ebenen Schnitt die schon ermittelte Bedingung (11’) = (rr’ 
fiir die vereinigte Lage konsekutiver Elemente entsteht. Wir haben uns 
also fiir die Annabme (1,/,)=(r,r,) zu entscheiden. Damit haben wir 
den Satz: 


Zwei orientierte Elemente (1,2) auf der absoluten Fldche haben 
zyklieche Lage, d.h. sie kénnen durch einen zyklischen Verein ver- 
bunden werden, wenn 


(4) (2,l,) — (rr) = 9 
tst. 
Sie haben ferner antizyklische Lage, d.h. jedes kann mit der 


Umkehrung des anderen durch einen zyklischen Verein verbunden werden, 
wenn 


. 


(5 (,1,)+(r,r,) = 0 
ist. 


Sind beide Bedingungen zugleich erfiillt, so gehéren beide Elemente 
zum selben Punkt. 


Wir gehen nun in unserer Reihe von Begrifisbildungen noch einen 
Schritt weiter. Wir sagen, daB zwei orientierte Vereine ein- 
ander beriihren, wenn sie eines ihrer Elemente (ein orientiertes 
Element) gemein haben. 


Dieses ist eine fiir alles Folgende grundlegende Definition: Der Leser 
wolle sich vollkommen klarmachen, was mit ihr gesagt ist, und nament- 
lich, worin sich der Begriff der Beriihrung orientierter Vereine von dem 
verwandten Begriff der Beriihrung ron Kurven unterscheidet. Wir gehen 
der Reihe nach die verschiedenen Méglichkeiten durch, unter Beschrankung 
auf die einfachsten Falle, in denen das, worauf es hier ankommt, schon 
deutlich genug hervortreten wird. Es soll sich nur darum handeln, ob 
Beriihrung statifindet oder nicht, und auch nur um regulare Stellen der 
Kurven, die etwa zu den betrachteten Vereinen gehéren mégen, 
oder von ihnen umhiillt werden. Gewdbnliche Beriihrungen und solche 
,+hdherer Ordnung“, solche Fille namlich, in denen zwei Vereine ein Ele- 
ment mehrfach-zihlend gemein haben (und in denen man dann von einer 


Beriihrung ,,héherer Ordnung‘‘ sprechen kann) sollen hier nicht unter- 
schieden werden. . 
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1. Beide (voneinander verschiedenen) Vereine gehéren zu Kurven. 
Diese Kurven haben eine (fiir beide Kurven regulire) Stelle und in ihr 
die Tangente gemein, die nicht Erzeugende der Flaiche 2. Ordnung ist. 


Sind dann beide Vereine einzdhlig, so brauchen sie sich dort iiber- 
haupt nicht zu beriihren, wiewohl die entsprechenden Kurven es tun. 
Beriihrung tritt vielmehr immer und nur dann ein, wenn auch die Orien- 
tierung der gemeinsamen Tangente in beiden Fallen dieselbe ist. 

Ist einer der Vereine einzahlig, der andere zweizihlig, so beriihren 
sie sich immer; das Element, in dem die Berihrung stattfindet, wird im 
zweizahligen Verein von einem entgegengesetzt-orientierten Element iiber- 
lagert, das dem einzahligen Verein nicht angehért. 

Sind beide Vereine zweizéhlig, so findet ebenfalls Beriihrung statt, 
aber gleich an zwei (innerhalb der Vereine, nicht auch der Kurven) ver- 
schiedenen Stellen. 

2. Beide Vereine gehéren zu Kurven. Diese haben an (méglicher- 
weise voneinander verschiedenen) reguliren Stellen eine Erzeugende der 
absoluten Flache als gemeinsame Tangente. 

Diese Tangente gehért nach unserer Definition zu den orientierten 
Elementen, und zwar gehért sie beiden Vereinen an. Es findet also Be- 
riihrung der Vereine statt, wahrend die enteprechenden Kurven sich nicht 
zu beriihren brauchen. 


3. Der eine Verein gehért zu einer Kurve, der andere zu einem 
Punkt. Der Punkt liegt auf der Kurve, und zwar als regulérer Punkt 
dieser Kurve, und die Kurventangente in ihm ist nicht Erzeugende der 
absoluten Flache. 

Es findet Beriihrung statt, und zwar an einer Stelle, wenn der Verein 
einzahlig ist, und an zwei Stellen, wenn der Verein zweizahlig ist. 


4. Der eine Verein gehért zu einer Kurve, der andere zu einem Punkt. 
Der Punkt liegt auf einer Tangente der Kurve, die Erzeugende der ab- 
soluten Flache ist. 

Diese Tangente gehért dann, als orientiertes Element, beiden Vereinen 
an. He findet wiederum eine Bertihrung der beiden Vereine statt, auch 
wenn der Punkt nicht auf der Kurve liegt. 


5. Beide Vereine gehéren zu (voneinander verschiedenen) Punkten. 
Die gerade Verbindungslinie dieser Punkte liegt auf der absoluten Flache. 

Es findet Beriihrung statt. 

Wir sehen hieraus insbesondere, daf auch dann, wenn die betrach- 
teten Vereine beide zu Kurven gehdren, die Beriihrung dieser Kurven {ir 
die Beriihrung der Vereine weder in allen Fallen hinreichend noch not- 
wendig ist. 
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Es ist also sorg/dltig darauj zu achien, daB diese beiden durch das- 
selbe Wort Beriihrung bezeichneten und iibrigens durch Zusdtze (Kurve, 
Verein) unterschiedenen Begriffe nicht miteinander verwechselt werden. 

Eben dieser oder einer véllig gleichbedeutenden Verwechslung hat sich 
S. Lie schuldig gemacht, und mit ihm eine Reihe anderer Mathematiker; 
oder vielmehr, diese Mathematiker haben den Begriff der Beriihrung orien- 
tierter Vereine, auf den es bei ihren Untersuchungen ankommen mubBte, 
gar nicht gebildet, sie haben an seiner Statt mit einem Begriff der Be- 
riihrung operiert, der zu ihren Aussagen dariiber nicht paBt. 

Wir bemerken nunmehr, da8 die Gleichungen (4) und (5), gedeutet 
als Lagenbeziehungen zwischen je zwei Punkten £, 7 des Bildraumes, zwei 
Nullsysteme 


(6) (Fo% — §: Mo) — (€a%5 — 3%) = 9, 
(7) (€o%, E, mo) + (sms &5%,) = 0, 


und damit zwei lineare Linienkomplexe 


(8) So, — <3 = 0, 
9) =o, + =e3 = 0 


bestimmen. Aus (6) ergibt sich dann sofort auch eine entsprechende 
Deutung der Gleichung (2). Wir erhalten den folgenden auf Grund unserer 
Definitionen ausnahmslos giiltigen Lehrsatz: 

Il. Durch die Abbildung des Satzes I werden den analytischen Ver- 
einen orientierter Elemente analytische Kurven des Bildraumes zugeordnet, 
deren sdmtliche Tangenten dem linearen Linienkomplex 


{x 


oF 23 = 0 
angehoren, und ebenso ist das Umgekehrte richtig. Vereinen, die ein- 
ander bertihren, entsprechen im Bildraume solche Kurven des 
genannten Komplezxes, die einander schneiden, und umgekehrt. 

Inabesondere entsprechen den zyklischen Vereinen die Geraden dieses 
Komplezes, und umgekehrt. 

Hier ist nicht die Rede von einer Unterscheidung einzahliger und 
zweizahliger Vereine. Man sieht aber leicht, wie ihre Bilder zu unter- 
scheiden sind. Die Komplexe (8) und (9) durchdringen sich namlich in 
der Linienkongruenz 


(10) %.=0, 5,=0, 


die wir als absolute Kongruenz des Bildraumes bezeichnen. Diese be- 
stimmt in bekannter Weise eine schon in §1 gelegentlich betrachtete in- 
volutorische Kollineation, die (kollineare) Spiegelung am Paare der 





~ awn ease aa an _f & fF fe Oe 


Geometrie der Kreise und Kugein. 59 


Leitlinien der absoluten Kongruenz. Die Bilder der zweizihligen Vereine 
sind nun dadurch gekennzeichnet, daB sie bei dieser Kollineation im ganzen 
(nicht etwa punktweise) in Ruhe bleiben. Das gilt insbesondere von den 
Geraden der absoluten Kongruenz selbst: Diese sind die Bilder der als 
(zweizahlige) Vereine betrachteten Punkte der Flaiche 2,2, — xz, = 0. 

Wir nennen jetzt Beriihrungstransformation eine umkehrbar- 
analytische Zuordnung von orientierten Elementen zu anderen, die zu- 
nichst in einem Bereiche {{&}} von drei komplexen Dimensionen mit 
Hilfe geeigneter Potenzreihen erklart ist, und dort — und folglich tiberhaupt 
in ihrem durch analytische Fortsetzung entstehenden Existenzbereich — die 
Beriihrung orientierter Vereine nicht stért. 

Wir erhalten offenbar das Bild einer besonderen Beriihrungstransfor- 
mation, wenn wir den Bildraum einer Kollineation unterwerfen, die den 
Komplex (8) in Ruhe laBt. Es werden dann orientierte Vereine, die ein- 
ander beriihren, ausnahmslos in ebensolche iibergefiihrt, und iiberdies auch 
zyklische Vereine in ebensolche. Aber auch das Umgekehrte ist richtig. 
Wenn nimlich eine Beriihrungstransformation der orientierten Elemente 
die zyklischen Vereine nur untereinander vertauscht, so mu8 ihr Bild die 
Geraden des Komplexes (8) untereinander vertauschen, und es miissen ins- 
besondere dabei Komplexgeraden, die einander schneiden, immer wieder 
solche Komplexgeraden zugeordnet werden. Hieraus folgt, daB den im 
Komplex enthaltenen Kongruenzen 1. Ordnung 1. Klasse mit getrennten 
Leitlinien wieder solche Kongruenzen entsprechen. Da von den Kon- 
gruenzen 1. Ordnung 1. Klasse mit zusammenfallenden (in einer Komplex- 
geraden vereinigten) Leitlinien dasselbe gilt, so muB das Bild der Be- 
riihrungstransformation eine Punkttransformation sein, die geraden Linien 
des Bildraumes allgemein ebensolche zuordnet. Das heiBt, dieses Bild ist 
eine Kollineation. 

Es ist bewiesen: 


III. Durch die Abbildung des Satzes 1 wird jeder Beriihrungstrans- 
formation orientierter Elemente, die aus einem beliebigen zyklisehen Ver- 
ein stets wieder einen solchen hervorgehen laft, eine Kollineation 2u- 
geordnet, die den Komplex 


=o a: Ess = 
in Ruhe laBt, und ebenso gilt das Umgekehrte**). 


Diese Kollineationen, die ,automorphen“ Kollineationen des Linien- 
komplexes (8), bilden nun bekanntlich ein einziges analytisches (und zwar 


*) Die analytische Darstellung der automorphen Kollineationen eines nicht- 
singularen linearen Komplexes ist fiir das Folgende nicht unerléBlich. Wir sehen von 
ihr ab, da sie schon fir sich allein einen ziemlich umfangreichen Stoff darstellt. 
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rationales) Kontinuum**), iiberdies auch eine Gruppe, deren Transforma- 
tionen paarweise als entgegengesetzte zusammengehoren. Wir wollen sagen, 
sie bilden eine analytische Gruppe**). Da ein nicht-singularer linearer 
Linienkomplex von fiinf wesentlichen Konstanten abhingt und gegeniiber 
der Gruppe aller Kollineationen keine absolute Invariante hat, so betrigt 
die Zahl der wesentlichen Parameter dieser Gruppe zehn *’). 


IV. Die Beriihrungstransformationen orientierter Elemente, die aus 
zyklischen Vereinen immer wieder solche hervorgehen lassen, bilden eine 
zehngliedrige analytische Gruppe. 

Alle diese Transformationen sind im ganzen Kontinuum der orien- 
tierten Elemente definiert, eindeutig und stetig. 


Wir bezeichnen diese Gruppe weiterhin als ,,Gruppe G,,“, ihr Bild 
als ,,Gruppe I,,“. 

Hinzugefiigt seien noch einige Bemerkungen, die weiterhin nicht benutzt werden 
Zunichst werde in Erinnerung gebracht, daB die Gruppe J, und also auch die 
Gruppe G,. zu der besonders interessanten und wichtigen Familie der ,einfachen“ 
Gruppen gehért. Sie ist einfach sogar in dem urspriinglichen prizisen Sinne des 
Wortes, insofern sie nicht einmal eine aus diskreten Transformationen bestehende 
invariante Untergruppe hat, auBer der identischen Transformation. 

Ferner kann man fragen, ob die Voraussetzungen der Sitze III, IV sich nicht 
noch einschriinken lassen. Dies kann auf verschiedene Arten geschehen. Es ist in 
der Tat nicht nétig von vornherein anzunehmen, da8 die zu betrachtende Beriihrungs- 
transformation sich auf das ganze Elementkontinuum erstreckt. Es geniigt, daB sie fiir 
einen Bereich von drei komplexen Dimensionen erklart ist, und daB die zyklischen 
Vereine nur, soweit sie in diesen Bereich eindringen, in ebensolche Vereine oder Stiicke 
solcher Vereine iibergefiihrt werden. Es geniigt aber auch, von einer Beriihrungs- 
transformation zu verlangen, daB sie im ganzen Bereich der orientierten Elemente 
eindeutig und stetig ist, kurz gesagt, daB sie sich iiberall regulir verhaJt. Dann ist 
das Bild dieser Transformation notwendig eine Kollineation, man erhalt auch dann 
nur die Gruppe G,,, die die zyklischen Vereine untereinander vertauscht 


%) Ich lasse hier diesen Satz als bekannt gelten, obwohl ich nicht wei8, ob man 
ihn je bewiesen hat. Der Beweis, der iibrigens keine Schwierigkeit bietet, fallt aus 
dem Rahmen unserer sonstigen Betrachtungen heraus. Ubrigens bilden die reellen 
automorphen Kollineationen eines reellen linearen Komplexes zwei getrennte Kontinua 

**) Nach S. Lie wiirde sie eine kontinuierliche Gruppe zu nennen sein. Ich halte 
diese Bezeichnung fiir unlogisch. Einen ahnlichen Mi6griff wiirde man begehen, wenn 
man nur von stetigen Funktionen da sprechen wollte, wc ausschlieBlich differentiierbare 
Funktionen gemeint sind. Die Kontinuitiét, die zudem auch den reellen Transformationen 
einer analytischen Gruppe fehlen kann (siehe die vorausgehende Anmerkung), sichert 
noch nicht den analytischen Charakter, auf den es doch auch bei Lie ankommt (Trans- 
formationsgruppen I, 8. 3). 

) Bekanntlich kann man mit Hilfe der dem Komplex eingeschriebenen Fiinf- 
seite die automorphen Kollineationen des Komplexes leicht konstruieren. — Die Kon- 
stantenzahl des Fiinfeeits im Komplex ist zehn. ~ 





nan ae A. 
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3. Die Geometrie im Kontinuum der orientierten Elemente. 


Aus der Darlegung in § 2 geht hervor, daB man nicht nur die Theorie 
der Gruppe J’,,, sondern auch die Theorie der Gruppe J’,, aller Kollinea- 
tionen in die Geometrie auf einer singularitétenfreien Flache 2. Ordnung 
so iibertragen kann, da8 an Stelle des Punktes (£) das orientierte Element 
als einfachster Baustein eines Gebiudes geometrischer Begriffe erscheint. 
An Stelle der Kollineationen unseres Bildraumes treten dann Transforma- 
tionen einer analytischen Gruppe G,,, die nicht mehr saimtlich Berithrungs- 
transformationen sind. Den Aquivalenzbegrifien und Lehrsitzen der ge- 
wohnlichen projektiven Geometrie miissen Begriffe und Lehrsitze ent- 
sprechen, die von orientierten Elementen und anderen Figuren handeln, 
die aus orientierten Elementen zusammengesetzt sind. Wir haben hier ein 
sogenanntes Ubertragungsprinzip vor uns. Dieses aber hat unter anderem 
darum Interesse, weil es den Stoff der projektiven Geometrie (im gewéhn- 
lichen Raume) in einer Weise ordnet, der von der iiblichen sehr verschie- 
den ist. Es ist immer lehrreich zu sehen, wie ein uns vertrautes System 
von Begriffen sich in einen Zusammenhang einordnet, in dem es zu finden 
wir nicht gewodhnt sind. 

Es wiirde sich nun allerdings nicht lohnen, in solchen Fallen, unter 
Einfiihrung zahlreicher neuer Kunstausdriicke, ein vollstandiges Duplikat 
einer schon vorhandenen Theorie herzustellen; wohl aber kann es Johnend 
erscheinen, die ersten Schritte zu tun. Das Interesse der Sache beruht hier 
vor allem darauf, daB die Gruppe G,,, das Gegenstiick der Kollineations- 
gruppe /\,, ebenso wie schon die in G,, enthaltene Gruppe G,,, als Uber- 
gruppe zu einer Gruppe erscheint, die zu betrachten man auch sonst 
viele Veranlassung hat: der Gruppe der automorphen Kollineationen 
unserer Flache 2. Ordnung, mit Figuren auf dieser Flache selbst als 
Raumelementen**). 

Um zu klarer Einsicht in den Sachverhalt zu kommen, mu8 man stets 
im Auge behalten, daB durch Einfiihrung der Orientierung der Tangenten- 
komplex der absoluten Flache doppelt iiberdeckt wird. Unterwirft man 
nun die Flache 2. Ordnung irgendeiner Kollineation, die sie als Ganzes 
in Ruhe 14Bt, so werden dadurch den beiden Blattern des Tangenten- 


‘*) Der Ausdruck Ubergruppe, der, als entgegengesetzt zu Untergruppe. wohl 
keiner Erklirung bedarf, ist sonst nicht gebrauchlich, aber bequem. Die dem Geo- 
meter interessanten (endlichen und unendlichen) Gruppen sind zumeist die Gruppen 
der Euklidischen und Nicht-Euklidischen Bewegungen mit einigen ibrer Untergruppen 
und gewissen ihrer Ubergruppen. — Auf die Theorie der Gruppe aller automorphen 
Kollineationen einer Flache 2. Ordnung bezieht sich ein Aufsatz des Verfassers iiber 


das Apollonische Problem (Math. Ann. 49, 1897, 8.497). Aber dort ist das Raum- 
element der Punkt. 
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komplexes, die in der Umgebung einer bestimmten Stelle liegen, die beiden 
Blatter zugeordnet, die in der Umgebung der entsprechenden Stelle liegen, 
nicht aber ohne weiteres einem bestimmten Blatt hier ein bestimmies 
Blatt dort. Vielmehr liegen fiir die orientierten Tangenten, und dann auch 
fiir die orientierten Elemente auf der Flache 2. Ordnung, noch zwei Még- 
lichkeiten vor, die durch die Umkehrung aller Orientierungen ineinander 
iibergehen. Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Tatbestande kann so 
ausgedriickt werden: 

Durch Einfiihrung der orientierten Elemente wird die Gruppe (G%, H;*) 
der automorphen Kollineationen einer nicht-singularen Flache 2.Ordnung**) 
zu einer Gruppe (G,,H,) erweitert, zu der die Gruppe (G3, H) nur 
meromorph ist. Die Gruppe (G,, H,) enthalt ndmlich eine invariante 
Untergruppe (G,, H,), die aus der identischen Transformation und der 
Umkehrung aller orientierten Elemente besteht, in G, enthalten und 
mit allen Transformationen dieser analytischen Gruppe rertauschbar ist. 
In den Gruppen Gi und (G3, H>) entspricht dieser Gruppe (G,, H,) 
die identische Transformation G;. 

Die Gruppe G,, ist nun Ubergruppe zur Gruppe (G,, H,), und zu 
G,. ist wieder die Gruppe @,, eine Ubergruppe. Damit hat man nament- 
lich in der Folge G,, G,,,G,, eine Folge eimander umfassender Gruppen, 
deren jede spitere einen weiteren Kreis von Figuren zu einer Klasse (als 
aquivalent) zusammenfaBt, und dadurch gewisse Eigenschaften dieser Fi- 
guren als die ,,wesentlicheren’ kennen lehrt — in ahnlicher Weise, wie 
es z. B. geschieht, wenn man von den Bewegungen im gewéhnlichen Raume 
zu Ahnlichkeitstransformationen und dann zu affinen Transformationen 
und schlieBlich zu Kollineationen iibergeht, und die von diesen Trans- 
formationen gebildeten Gruppen der Reihe nach zur Klassifikation des 
geometrischen Stoffes verwertet. Sehen wir also zu, wie wir, vom Begriff 
des orientierten Elementes aus, zum System der projektiven Raumgeometrie 
gelangen kénnen! 

Vorausgeschickt sei noch — was der Leser sich ohne weiteres deut- 
lich machen wird —, daB als Bild der Gruppe G, (nicht etwa der Gruppe 
G3!) im Raume {£} eine Gruppe I, erscheint, die die absolute Kon- 
gruenz samt allen sie enthaltenen linearen Linienkomplexen in Ruhe |aBt. 
Zu beachten ist debei, da8 natiirlich auch diese Gruppe I, eine mit ihren 
simtlichen Transformationen vertauschbare involutorische Transformation 
enthalt, das Bild der Umkehrung aller orientierten Elemente, die wir ja 
hier als Raumelemente betrachten: Die Spiegelung am Leitlinienpaar der 
absoluten Kongruenz. 


*) Ich bezeichne die Gruppe der eigentlich-automorphen Kollineationen mit 
Gf, die Schar der uneigentlich-automorphen Kollineationen mit HY ‘ 
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Die Figuren, die untersucht werden sollen, sind durch folgende Gegen- 
iiberstellung bezeichnet und zum Teil dadurch schon erklart: 


Orientiertes Element Punkt 
, ftethe’* ortentierter Elemente Gerade 
, Feld‘ orientierter Elemente Ebene. 


Das Feld orientierter Elemente, kiirzer das Feld, wird unabhingig 
von der Geometrie im Bildraum zu erkliren sein als Gesamtheit aller 
orientierten Elemente, die zu irgendeinem gegebenen orientierten Element 
zyklische Lage haben. Eine Rethe (orientierter Elemente) kann ebenso 
unmittelbar erklart werden als das Durchdringungsgebilde zweier verschie- 
dener Felder. Es ist dann schon deutlich, was es heiBen soll: Ein Feld 
enthalt eine Reihe oder geht durch eine Reihe oder die Reihe liegt im 
Feld usw. Ferner ist klar, daB die zyklischen Vereine spezielle Reihen sind. 

Der elementarste Standpunkt, den man zweckmaBigerweise allen 
diesen Figuren gegeniiber einnehmen wird, ist der, daB man als dquivalent 
nur solche Figuren erklart, die durch Transformationen der Gruppe G, zur 
Deckung gebracht werden kénnen. Man hat dann drei Klassen von Ele- 
menten zu unterscheiden, ,,etgentliche“ orientierte Elemente — die nicht 
Erzeugende der Flache 2. Ordnung sind — und zwei Klassen ,,wneigent- 
licher“ orientierter Elemente, die linkseitigen und rechtseitigen Erzeugen- 
den der Fliche. Dem entspricht eine parallel laufende Klassifikation 
der Felder. Jedes eigentliche Feld enthalt auBer co* eigentlichen zwei 
uneigentliche Elemente, die mit jenen zusammen erst ein abgeschlossenes 
Kontinuum bilden, und die beiden Erzeugenden der Flache darstellen, 
die durch den Punkt des definierenden orientierten Elementes gehen. Dic 
Elemente eines solchen Feldes sind auf co* zyklische Vereine verteilt, 
denen das definierende oder ausgezeichnete Element des Feldes angehdrt. 
Darunter befindet sich ein einziger Punktverein, und in diesem liegen die 
beiden uneigentlichen Elemente des Feldes. Ein uneigentliches Feld. be- 
stimmt etwa durch eine linkseitige Erzeugende der Flache, enthalt eben- 
fails co’ zyklische Vereine, diese aber sind saémtlich Punktvereine; sie 
entsprechen den co* Punkten, die auf der das Feld bestimmenden Er- 
zeugenden liegen. Jedem dieser Punktvereine gehért eine rechtseitige Er- 
zeugende der Fliache an; das Feld enthalt die Gesamtheit der rechtseitigen 
Erzeugenden. 

Es gilt also der Satz: 


Die Punkte der eigentlichen Elemente eines eigentlichen Feldes er- 
fiillen das Punktkontinuum der absoluten Flache, unter AusschluB aller 
der Punkte von zwei verschiedenartigen Erzeugenden, die vom Schnitt- 
punkt dieser Erzeugenden verschieden sind. Die Punkte der eigentlichen 
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Elemente eines uneigentlichen Feldes dagegen erfiillen entweder eine link- 
seitige oder eine rechtseitige Erzeugende der Fliche. 

Wir bemerken dann weiter, da® schon gegeniiber der Gruppe G,, alle 
orientierten Elemente, und folglich auch alle Felder miteinander aquivalent 
sind. Die Beziehung eines Feldes zu seinem definierenden Element 
bleibt dann noch ungedndert. Das ist aber nicht mehr der Fall bei der 
Gesamtheit der Transformationen der Gruppe G,,, die von den betrach- 
teten Beziehungen nur noch die des Enthaltens und Enthaltenseins (und 
was daraus folgt) ungestért lassen 

Wir betrachten ferner die Reihen orientierter Elemente, die offenbar 
zu zweien als reziproke Figuren angeordnet sind. Irgend zwei verschie- 
dene Elemente bestimmen eine Reihe, der sie angehdéren, und jede solche 
Reihe ist durch irgend zwei verschiedene ihrer Elemente bestimmt. Die 
Felder, die von den Elementen einer Reihe bestimmt werden, oder also 
die zu diesen Elementen reziproken Felder durchdringen einander in der 
reziproken Reihe, die in gleicher Weise wieder die erste bestimmt. Die 
Bilder ,,reziproker“‘ Figuren sind iiberhaupt einander zugeordnet im Null- 
system des betrachteten linearen Komplexes. 

Gegeniiber der Gruppe G, lassen sich die Reihen (unter Zahlung 
komplexer Konstanten) wie folgt klassifizieren: 

1. cof ,,Reihen allgemeiner Art“, von denen je oc* eine Klasse aqui- 
valenter Figuren bilden. Bild einer solchen Reihe ist irgendeine Gerade, 
die weder der absoluten Kongruenz angehért, noch eine ihrer Leitlinien 
ist. Die Reihen derselben Klasse haben zu Bildern die co* Geraden eines 
linearen Linienkomplexes, unter AusschluB der Geraden der absoluten 
Kongruenz (die dem Komplex immer angehéren), und in den sogleich zu 
nennenden Fallen (1,7), unter AusschluB auch der Leitlinien dieser Kon- 
gruenz. Die Gesamtheit dieser oo’ Komplexe bildet das Biischel linearer 
Komplexe, dessen Basis die absolute Kongruenz ist. 

Hierher gehéren insbesondere: 


la. Die co* einzdhligen zyklischen Vereine. Ihre Bilder liegen in 
dem schon beschriebenen linearen Komplex (§ 2, Nr. 8). 


Ib. co* Reihen, die durch den Umkehrungsproze8 in die zu 
ihnen reziproken Reihen iibergefiihrt werden. Sie sind dadurch gekenn- 
zeichnet, da8 je zwei ihrer orientierten Elemente antizyklische, nicht aber 
zugleich auch zyklische Lage haben. Keine dieser Reihen ist ein Verein. 
Ihre Bilder sind co* Geraden (nicht alle Geraden!) eines zweiten linearen 
Linienkomplexes, der vom ersten harmonisch getrennt wird durch die 
beiden singularen Komplexe, die zu den Leitlinien der absoluten Kongruenz 
gehéren. (§2 Nr.9; siehe auch noch 1‘ und 1’). 
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1‘ und 1”. 2-co* Reihen, deren jede unter ihren orientierten 
Elementen ein uneigentliches, eine Erzeugende der absoluten Flache hat. 
Das Bild einer solchen Reihe gehért zum Sekantenkomplex der einen 
oder anderen Leitlinie der absoluten Kongruenz (aber nicht zu beiden 
Komplexen zugleich). 


2. Die co*® zweizdhligen zyklischen Vereine, oder die Vereine, deren 


Elemente alle sowohl zyklische als auch antizyklische Lage zueinander 
haben: Die Vereine, die zu Punkten gehéren, und deren Bilder die 
Erzeugenden der absoluten Kongruenz sind. Hine Klasse Aquivalenter 
Figuren. 

3' und 3”. Die 2-co® Reihen uneigentlicher orientierter Elemente, 
d. i. die beiden Scharen von Erzeugenden der absoluten Flache. Ihre 
Bilder sind die beiden Leitlinien der absoluten Kongruenz; jede dieser 
beiden Reihen bildet fiir sich allein schon eine Klasse Aquivalenter 
Figuren. 

Geniigend beschrieben sind hiermit schon die Klassen 1a, 2, 3‘ und 3”. 
Die anderen Fille bediirfen wohl noch einer Erlauterung. 

Wir gehen davon aus, daB in gepaarten oder also zueinander reziproken 
Reihen jedes (orientierte) Element der einen zu jedem der anderen zyklisch 
liegt. Ist dann das Bild einer Reihe eine Gerade, die keine der beiden 
Leitlinien der absoluten Kongruenz trifit, so bilden die gemeinsamen 
Sekanten dieser drei Geraden eine irreduzibele Regelschar 2. Grades, deren 
Erzeugende Bilder sind der Punkte, die zu den orientierten Elementen 
der Reihe gehéren. 





Fig. 1 Fig. 2 Fig. 8 


Diese Regelschar ist dann enthalten und also zu sich selbst reziprok 
(korrelativ) im Nullsystem des unter la genannten Komplexes. Also 
gehort zu den beiden reziproken Reihen derselbe Punktort, der ein 
irreduzibeler Schnitt der absoluten Flache ist. Hieraus ergibt sich sofort 
eine Konstruktion, die durch die beigegebenen Figuren erlautert wird. 


Fig. 1 zeigt in dem besonders interessanten Fall der reellen Elemente 
Mathematische Annalen. 86 5 
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einer Kugelfliche, in stereographischer Projektion, zwei reziproke Reihen 
»allgemeiner Art‘, die nicht zu den Klassen la und 1b gehéren, 
Fig. 2 zeigt eine Reihe der Klasse la, Fig. 3 zwei solche der 
Klasse 1b. 

Der ebene Schnitt samt einem zugehdrigen orientierten Element 
bestimmt in allen Fallen die Reihe nebst ihrer Reziproken. Dieses 
Element, das seinen Punkt auf dem ebenen Schnitt hat, bestimmt irgend- 
eines der cc' Felder, die sich in der konstruierten Reihe durchdringen. 


Leicht werden nunmehr auch die Grenzfille 1' und 1’ verstanden. 
Der ebene Schnitt zerfallt. Die beiden Bestandteile des Schnittes aber 
haben in jeder der beiden reziproken Reihen eine andere Bedeutung. 
Nehmen wir an, da8 das Bild der Reihe die linke Leitlinie (r, =r, = 0) 
der absoluten Kongruenz trifft, so erhalt man damit ein uneigentliches 
Element der Reihe, eine linkseitige Erzeugende der Flache. Die eigent- 
lichen Elemente der Reihe haben ihre Punkte alle auf dem zweiten 
Bestandteil des Schnittes, einer rechtsettigen Erzeugenden, und diese gehért, 
als orientiertes Element, der Reihe nicht an. Umgekehrt verhialt sich die 
reziproke Reihe. Im iibrigen ist die Beziehung beider Reihen dieselbe 
wie zuvor. Die Reihe wird also wie folgt konstruiert: Man nimmt 
irgendein eigentliches Element an, das seinen Punkt auf der rechtseitigen 
Erzeugenden, aber nicht im Schnittpunkt der beiden Erzeugenden hat. 
Hierauf sucht man irgendeir eigentliches Element, das seinen Punkt auf 
der linkseitigen Erzeugenden hat, und zum ersten zyklisch liegt. Sodann 
wiederholt man, unter Vertauschung von links und rechts, dieselbe 
Konstruktion, indem man, nunmehr auf alle méglichen Arten, das zweite 
Element zum Ausgangspunkt nimmt. Auf diese Weise kommt man zu 
fast allen eigentlichen Elemenuten der Reihe: Das konstruierte Kontinuum 
wird abgeschlossen durch die linkseitige Erzeugende. Die Reihen der 
Klasse 2 sind offenbar Grenzfille der jetzt hergestellten Reihen. 


Hiermit ist die Beschreibung auch der Reihen vollendet. Sie sind 
sdmilich erkldért durch Prozesse, die auf der Fldche 2. Ordnung selbst 
verlaufen. Es bleibt zu sagen, wie sie sich gegeniiber den Gruppen G,,, G,, 
verhalten. Das aber iibersieht man ohne weiteres. Gegeniiber Trans- 
formationen von G,, gibt es nur noch zwei Klassen, namlich Reihen, die 
nicht Vereine sind (eine Klasse mit co‘ Individuen) und Reihen, die es 
sind (eine Klasse bestehend aus co* Vereinen). Die letzten sind die zwei 
unter la und 2 genannten. Endlich bilden gegeniiber G,, alle Reihen 
natiirlich nur eine einzige Klasse. 


V. Das Hauptergebnis der durchgefiihrten Uberlegung ist, dap die 
orientierten Elemente, die Reithen und die Felder soicher Elemente in 
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denselben Beziehungen zueinander stehen, wie die Punkte, Geraden und 
Ebenen im gewdhnlichen projektiven Kontinuum. 


Mit der nicht-invarianten Untergruppe I, der Gruppen I,,, I, ist 

offenbar diesen Gruppen gegeniiber invariant-verbunden eine Gruppe [,, 
die zuI,,, aber nicht zu I’, gehért. Sie ist die umfassendste analytische 
Kollineationsgruppe, deren Transformationen mit denen von I, vertausch- 
bar sind. Sie enthalt also das Bild der Umkehrung. Wahrend I, aus 
solchen Paaren linearer Transformationen der zu einem Quadrupel homogener 
GréBen vereinigten Veranderlichen 2,, 1,, r,, r, besteht, die gleiche 
Diskriminanten (gleiche zweireihige Determinanten) haben, besteht I, aus 
allen Transformationen der Form 1* = xl, r* = Ar, d.h. 
(1) I" = xl,, Y= xl, , r =Ar,, re = Ar, 
(x + 0, 4+ 0). Wir bezeichnen dieselbe Gruppe, wenn wir ihre Transformationen 
nicht im Bildraum deuten, sondern als Vertauschungen orientierter Ele- 
mente usw. auffassen wollen, als Gruppe G,. Ihre Operationen nennen 
wir dann Sch*senkungen. Die Umkehrung ist also eine besondere Schwenkung, 
entsprechend der Annahme x-+-i4=0. Es ist klar, daB gleich der Um- 
kehrung iiberhaupt alle Schwenkungen die Punktvereine sowie die un- 
eigentlichen Elemente und Felder simtlich in Ruhe lassen. 


Wir wollen nun untersuchen, wie die orientierten Elemente irgendeines 
zweizdhligen Vereins oder Punktes transformiert werden, wenn man eine 
Schwenkung ausfiihrt. Oder, was bis auf die Ausdrucksweise dasselbe 
ist, wir wollen zusehen, wie dann die orientierten Tangenten der Flache 
2. Ordnung in ihren Biischeln variieren. 

Nun durchlaufen wir offenbar, wenn wir das Verhaltnis x:4 andern, 
das binare Gebiet des doppelt tiberdeckten Tangentenbiischels irgendeines 
Punktes. Dabei entspricht dem Grenzfall (1:0) der beiden Verhiltnis- 
gréBen das eine Verzweigungselement, eine linksseitige Erzeugende L der 
Flache, und dem Grenzfall (0: 1) das andere, eine rechteseitige Erzeugende R. 
Daher lassen sich sowohl das Verhaltnis x:4 als auch das Verhiltnis x*: 2° 
als gewdhnliche Doppelverhaltnisse auffassen. Nennen wir 7' die orientierte 
Tangente, die den VerhaltnisgréBen J, :1,:1r,:1r, entspricht, und 7’, die von 
ihr iiberdeckte nicht-orientierte Tangente, so folgt aus(1), bei Anwendung 
der fiir Doppelverhaltnisse tiblichen Bezeichnung: 


(2) © on ( LB, ¥. $9) eel, 
‘ (L, T*) (R, T) 

und fiir das Biischel der nicht-orientierten Tangenten ergibt sich 
i To 

3 * —(L,R,T,, T*) — (E228 70) | 

wi yt (EB Te Po) = 8), B) 


5* 
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Die Gleichung (2) insbesondere sagt aus: Durch jede Schwenkung gehi 
aus irgendeinem eigentlichen orientierten Element (l:r) ein anderes 
(I*:r*) desselben zweizdhligen zyklischen Vereins hervor, das zusammen 
mit den uneigentlichen Elementen L, R des Vereins und dem Element 
(l:r) selbst konstante Doppelverhdlinisse bildet. 

Dem Werte x:4— — 1 entspricht die Umkehrung. 

Der letzte Satz liefert unter anderem eine Konstruktion gewisser 
Reihen orientierter Elemente, bei der die zyklischen Reihen oder Vereine 
den Ausgangspunkt bilden: 


Wendet man auf alle Elemente eines einzdhligen zyklischen Vereins 
dieselbe Schwenkung an, 80 entstehen alle Elemente einer Rethe, und 
zwar kann jede beliebige Reihe so erzeugt werden, deren Elemente als 
entsprechenden Punktort einen irreduzibelen Schnitt der absoluten Flache 
haben. Durch entgegengesetzte Schwenkungen entstehen reziproke Rethen. 

Besonderes Interesse haben hier auBer dem Falle x:4=— —1, die 
Falle x:4— +4. Diese entsprechen Schwenkungen von der Periode vier, 
sie sind einander entgegengesetzt, und lassen aus einem einzahligen 
zyklischen Verein zwei Reihen hervorgehen, die eimander durch den 
UmkehrungsprozeB zugeordnet werden. Die entsprechenden Tangenten 
der Flache 2. Ordnung sind Erzeugende eines Kegels (vgl. Fig. 3)*°). 


4. Einige Anwendungen. 


Das im vorigen Paragraphen entworfene Bild der Beziehung zwischen unserem 
Elementkontinuum und dem gewohnlichen projektiven Punktkontinuum soll nun noch 
in einigen Einzelheiten vervollstandigt werden. 


Doppelverhaltnisse orientierter Elemente. 


Die in § 3 betrachteten Doppelverhiltnisse zweier orientierter eigentlicher 
Elemente mit gemeinsamem Punkt sind ihrer Definition nach absolute Invarianten 
der Gruppe G,. Derselben Gruppe gegeniiber haben aber auch zwei orientierte Elemente 
(Usr’), (U's) im nicht zu spezieller Lage eine absolute Invariante, namlich den 
Quotienten (I'1"):(r’r”). LaSt sich auch diese Grobe noch als ein Doppelverhdltnis 
deuten? 

Wir kénnen zunichst, wenn beide Elemente eigentlich sind und ihre Punkte nicht 
auf derselben Erzeugenden der Fliche 2. Ordnung liegen, die orientierte Tangente 
(l':r’) mit dem Punkte (1”, r’’)**) durch einen einzahligen zyklischen Verein A ver- 
binden, dessen zugehériger Punktort A, also irreduzibel ist und die Gleichung hat 
(1a) Ut"). (rr) —(r' ”)-(0" DB) (r’ r) = 0. 

*°) Im Falle der Kugelfliche bedeutet der SchwenkungsprozeB, daB jedes eigent- 
liche orientierte Element um seinen Punkt in bestimmtem ,Sinne“ durch einen 
bestimmten Winkel gedreht wird (vgl. Fig. 1). Die Werte x:4=+% entsprechen 
Drehungen durch rechte Winkel (vgl. Fig. 3). 

**) Da die Koordinaten oder Parameter {,:1,—1,:4, t:t,—=1,:7_ eines 
Punktes ({,r) auf der Fliche 2. Ordnung aus denselben vier GréGen gebildet sind 
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Ebenso leiten wir aus der orientierten Tangente (u”: r”) und dem Pankte (1’, r’) 
einen zyklischen Verein B ab, dessen Punktort B, der ebene Schnitt 


(1b) U0"). 0) (9) — (9 "(UD (rv) = 0 
ist. Das beide Schnittkurven A,, B, verbindende Biischel enthalt nun die zerfallen- 
den Schnitte 
(2) (t”" 1)-(r’ r)=0, (t'l)-(r" r) =0. 
Hieraus ergibt sich zunichst die Deutung des Quotienten (1'1”)*:(r’r”)* als 


eines Doppelverhiltnisses von vier Ebenen oder von vier Geraden (Tangenten der 
Flache 2. Ordnung) in einem Biischel: 


” , , ” 
woe, de, Byy= Cet Se) U2, Bo) 


(3) a : ' / | 
(r’r”)* cu’ 9’, B,) (l ot Ay) 








Aber auch der Quotient (1'1”):(r’r’) selbst 1a8t sich als ein Doppelverhiltnis 
auffassen. Verschiebt man namlich das orientierte Element (1’: r’) oder seine orien- 
tierte Tangente, indem man es durch irgend eines der Elemente 


” 


(4) ls = ol’ + (r’r”)-1", re=or'+(l'l").r” (9 + oo) 


ersetzt, so erhalt man, wie die Formel zeigt, Elemente einer Reihe, die alle den 
Quotienten (tu, U”):(rgr”) liefern. Der zugehérige Punktort ist nach (la) eben der 
Kegelschnitt A,. Im Grenzfall 9 =0 fallt dann der Punkt des Elementes (1, : rj) 
zusammen mit dem Punkte des Elementes (1”:r”), und es entsteht ein Doppelver- 
haltnis der in § 4 betrachteten Art, entsprechend den Werten 


5 ) xih=(r'r”)(UU"). 

Nennen wir also L” und R” die Erzeugenden durch den Punkt des Elementes 
(t":r), ferner T” die zugehdérige orientierte Tangente, und T, die durch Verschie- 
bung des Elementes (1’:r’) entstandene orientierte Tangente im selben Punkt, so 


folgt: 
(6a) 


‘, . a7 
Ue, = (DL, 2". &, 2") = . tes) 
aah a (i.e yume’ s fal 

Auf dieselbe Weise ergibt sich, bei enteprechender Bedeutung der Buchstaben, 
unter Benutzung des Kegelechnittes B,: 


(6b) Coa (E’, B’, 12, 8) = Se Te SD 
(r'r") (L’, T’) (R’, Te) 


Hiermit haben wir die gesuchte Deutung. 


Bewahrt man die Reihenfolge der orientierten Elemente oder Tangenten auch 
fiir die aus ihnen durch Verschiebung entstandenen Figuren, so ergibt sich 


(7) (E, Bf’, fe )(L, BR”, %. "je. 


wie die Koordinaten |, :l,:r,:1r, eines zugehérigen eigentlichen orientierten Elementes, 
so kénnen wir dieses durch das Zeichen (1:1), den entsprechenden Punkt durch ein 
enteprechendes Zeichen (1,7) darstellen. (1,7) kann dann auch statt (1, r) als Zeichen 
eines verainderlichen Punktes dienen. 
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So entsprechende Doppelverhiltnisse sind also zueinander reziprok™). 

Die Art, wie wir die zur Gruppe G, gehérige Invariante (UU): (9’ vr") mit 
Hilfe eines Grenziiberganges auf eine Invariante von zwei Elementen mit gemein- 
samem Punkt zuriickgefiihrt haben, kann vermuten lassen, da8 man im Werte dieser 
letzten Invariante einen sogenannten ,wahren Wert“ der ersten vor sich hat, die im 
Grenzfall zweier Elemente desselben Punktes ja in der Form 0:0 erscheint. Dem ist 
indessen nicht so, die Invariante (l'l"):(r’r”) wird im genannten Grenzfall vdllig 
unbestimmt. In der Tat, legen wir ihr bei gegebenem eigentlichem Element (1’ : r’) 
einen bestimmten Wert bei, betrachten wir also ein Feld, dessen Gleichung (in 
Elementenkoordinaten 1” :r”) in die Form 


‘i, 
e,-(U lt )+e-(r'r”) =0 


gesetzt werden kann, so sehen wir sofort, daB alle Elemente (1”:r”) in diesem Feld 
enthalten sind, die zu demselben Punkt gehéren, wie das Element (l’:r’). An 
Stelle der illusorisch werdenden Invariante (I' 1"): (r’r”) tritt also in diesem Grenz- 
fall eine neue. Beide verhalten sich ganz verschieden gegeniiber Transformationen der 
Gruppe G,. Die Invariante (Ut"):(r’r”) nimmt bei einer solchen Transformation 


den Faktor x*: 1° an, wahrend die Invariante zweier Elemente mit gemeinsamem 
Punkt ungeandert bleibt. 


Doppelverhaltnisse bei zyklischen Vereinen. 


Die in der vorausgehenden Betrachtung konstruierten zyklischen Vereine A und 
B sind zwei im iibrigen beliebige einzdhlige zyklische Vereine, die entweder einander 
gar nicht beriihren, oder ganz zusammenfallen; zwei solche Vereine bestimmen also 
ebenfalls ein Paar zu einander reziproker Doppelverhaltnisse. Wir wollen zusehen, 
was diese Reziprozitat fiir die entsprechenden Figuren des Bildraumes zu bedeuten hat. 

Zwei verschiedene und einander nicht beriihrende einzihlige zyklische Vereine 
A, B werden nun zu Bildern gerade Linien haben, die dem Komplex =,, — =,, =0 
angehéren, einander und die Leitlinien der absoluten Kongruenz nicht schneiden, und 
zusammen mit diesen beiden weiteren Geraden in der Regel**) zwei gemeinsame 
Sekanten zulassen. Diese sind dann Bilder der beiden Punkte, die (als Vereine) 
jeden der Vereine A, B beriihren. Auf jeder dieser Sekanten erhalten wir also vier 
Schnittpunkte, Bilder von zweimal vier orientierten Elementen mit je einem gemein- 
samen Punkt, und diese vier Punkte werden bei entsprechender Ordnung dasselbe 
Doppelverhaltnis liefern, wie die vier Elemente, deren Bilder sie sind. Ordnen wir 
die zweimal vier Elemente in derselben Weise wie zuvor, so werden auch die zwei- 


*) Fiir die Kugel bedeutet das: Die Winkel (7”, 7,’) und (T{,7”) haben 
die Summe Null (mod2z). Siehe die beigegebene Figur. 





Fig. 4. 


*3) Wegen des Ausnahmefalls siehe weiter unten. 
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mal vier Punkte entsprechend geordnet, und sie werden dann zwei zueinander rezi- 
proke Doppelverhiltnisse bestimmen. 

Nun sagt ein bekannter elementarer Satz der projektiven Geometrie, da8 ein 
nicht -singulaérer linearer Komplex bestimmt ist, wenn man ein Paar voneinander ver- 
schiedener durch ihn (d. h. durch das Nullsystem des Komplexes) einander zugeord- 
neter Geraden kennt, und auBerdem eine Gerade des Komplexes selbst, die jene beiden 
Geraden nicht trifft. Es mu daher eine Bedingung erfillt sein, wenn die Bilder der 
Vereine A und B zusammen mit den Leitlinien der absoluten Kongruenz (als rezi- 
proker Geraden) denselben linearen Kumplex bestimmen sollen. Diese Bedingung be- 
steht eben in der Reziprozitét der genannten Doppelverhiltnisse. 

Fallen die Vereine A, B zusammen, so werden die beiden Doppelverhiltnisse 

1, geht die eine aus dem anderen durch Umkehrung hervor, so werden sie beide 

1. In den genannten zwei Fallen hat man statt zweier gemeinsamer Sekanten 
im Bildraume eine von Sekanten gebildete Regelschar. Ubrigens treten die Doppel- 
verhaltnisse —-1 auch in dem hier ausgeschlossenen Grenzfall auf, in dem die Kurven 
A,, B, einander beriihren, ohne zusammenzufallen. 


Zyklische Kongruenzen. 


Bringt man den Komplex =,, — =,, = 0 mit irgendeinem anderen linearen Linien- 
komplex zum Schnitt, so entsteht eine lineare Linienkongruenz, eine stets irreduzible 
Kongruenz 1. Ordnung, 1. Klasse. Die Mannigfaltigkeit von 00° zyklischen Vereinen, 
deren Bild eine solche Linienkongruenz ist, nennen wir eine lineare Kongruenz zykli- 
scher Vereine, oder bequemer, da wir andere Kongruenzen (Orter von 00° Vereinen) 
nicht betrachten wollen, eine zyklische Kongruenz. Man erhilt ohne weiteres den 
folgenden Lehrsatz, dem man auch eine vom Bildraume unabhiangige Erklirung der 
zyklischen Kongruenzen entnehmen wird: 


Jeder Verein, der in einer zyklischen Kongruenz enthalten ist, ist zyklisch. 

Mit jeder zyklischen Kongruenz sind zwei zueinander reziproke Reihen orientierter 
Elemente gegeniiber der Gruppe G,, invariant verbunden. Sind diese Reihen voneinander 
verschieden, so kann die Kongruenz auf zwei Arten erklairt werden als Inbegriff aller 
zyklischen Vereine, die (je) ein Element aus einer solchen Reihe enthalten. Fallen die 
beiden reziproken Reihen zusammen, bilden sie also einen (doppelt zaihlenden) zyklischen 
Verein, 80 besteht die Kongruenz aus allen zyklischen Vereinen, die diesen Verein be- 
rihren. 


Es gibt also, gegeniiber der Gruppe G,,, zwei Klassen zyklischer Kongruenzen, 
die wir durch die Worte nicht-singulaér und singuldr unterscheiden kénnen; die erste 
Klasse umfaBt 00%, die zweite 00° Kongruenzen. Gegeniiber G, aber gibt es so 
viele Klassen zyklischer Kongruenzen, als es verschiedene Arten von Paaren reziproker 
Reihen gibt. Da wir die Reihen selbst schon klassifiziert haben, so kénnen auch 
ibre Paare ohne weiteres aufgezihlt werden. Wir heben nur hervor: 

Die Gesamtheit aller zweizdhligen zyklischen Vereine — also der als Vereine ge- 
fabten Punkte der absoluten Flache — bildet eine nicht-singuldre zyklische Kon- 
gruent, deren erzeugende reziproke Reihen die beiden Reihen uneigentlicher orientierter 
Elemente (die beiden Scharen von Erzeugenden der Flache 2. Ordnung) sind. Mit 
dieser Kongruenz, die bei allen Transformationen der (G,, H,) in Ruhe bleibt, ist 
gegeniiber der Gruppe G,, jede andere nicht-singuldre zyklische Kongruenz dquivalent. 

Jede singulare zyklische Kongruenz ist gegeniiber G,, dquivalent mit einer solchen, 
deren zyklische Vereine irgendeinen zweizdhligen zyklischen Verein (einen Punkt) beriihren. 
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Ferner folgt zum Bcispiel: 

Die Gesamtheit aller einzihligen zyklischen Vereine, die zusammen mit einem ein- 
zahligen zyklischen Verein gegebene reziproke Doppelverhiltnisse bestimmen, bildet zu- 
sammen mit den zweizdhligen Grenzlagen dieser Vereine eine zyklische Kongruenz. 
Diese ist singular oder nicht, je nachdem «lie gegebenen Doppelverhiltnisse einen der 
Werte 1, —1 haben oder nicht. 

Im Falle der Kugelfliche bedeutet das: Alle orientierten Kreise, die einen vor- 
gegebenen orientierten Kreis unter konstantem Winkel schneiden, bilden zusammen 
mit ihren Grenzlagen (Punktkreisen) eine zyklische Kongruenz. Diese ist singular, 
wenn die gegebenen Winkel = 0 (mod 2) oder x (mod 2) sind. 


Quadratische Scharen zyklischer Vereine. 


Der Durchschnitt von zwei und folglich von co' zyklischen Kongruenzen kann 
etwa als quadratische Schar zykliacher Vereine bezeichnet werden. Diese Figur ist 
entweder irreduzibel (analytisch) und hat zum Bilde eine irreduzible Regelschar 
2. Grades oder nicht. Wir betrachten in der Hauptsache nur den ersten und inter- 
essantesten Fall. Dann enthialt die zweite Regelschar, die mit der ersten verbunden 
ist, notwendig zwei getrennte Geraden im linearen Komplex. Die Konstantenzah! der 
Figur ist sechs, und es ergibt sich: 

Jede irreduzible quadratische Schar zyklischer Vereine besteht aus dem Inbegriff 
aller zyklischen Vereine, die zwei zyklische Vereine ohne gemeinsames Element beriihren. 

Gegeniiber der Gruppe G,, ist jede solche Figur mit jeder anderen dquivalent. 

Zum Beispiel ist jede dquivalent mit dem Inbegriff der zyklischen Vereine, die 
zwei verschiedene Punkte berithren, wnd auch mit dem Inbegriff aller Punkte, die auf 
irgendeinem irreduziblen ebenen Schnitt der absoluten Fliache liegen. 

Orientiert man diese letzte Schnittkurve auf die beiden méglichen Arten, so hat 
man damit die beiden zyklischen Vereine, die von allen den genannten Punkten, also 
von den Vereinen einer speziellen irreduziblen quadratischen Reihe, beriihrt werden. 


Reelle Figuren. 


Will man die besonderen Eigenschaften untersuchen, die reelle Figuren der be- 
trachteten Art darbieten, so hat man es schon mit einem ziemlich verwickelten Stoff 
zu tun. Wir werden uns daher auf einige Andeutungen beschrinken miissen, wenn 
nicht dieser spezielle Gegenstand einen allzu breiten Raum einnehmen soll. Ganz 
iibergehen mag ich ihn nicht, schon wegen seines Zusammenhangs mit der Apolloni- 
schen Beriibrungsaufgabe, einem Problem also, das uns schon aus dem Altertum 
iiberliefert worden ist. 

Eine quadratische Reihe zyklischer Vereine werden wir (wie jede andere Figur) 
reell dann zu nennen haben, wenn sie mit der konjugiert-komplexen Figur zusammen- 
fallt. Die zu treffenden Unterscheidungen (von quadratischen Reihen oder Paaren 
zyklischer Vereine) werden am besten mit Hilfe des Bildraumes beschrieben, da man 
dann an Bekanntes ankniipfen kann. Als absolute Fliche denken wir uns hier immer 
eine Kugel, die ja den interessantesten Fall abgibt. 

Drei Fille, I, I, II, werden zu unterscheiden sein. 


I. 


Die Bildgeraden der zwei zyklischen Vereine, die zu einer reellen quadratischen 
Reihe gehéren, sind einzeln reell, und dann enthalten diese quadratischen Reihen je 
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co' reelle zyklische Vereine. Dieses ist der in jeder Hinsicht einfachste Fall. Die 


in Rede stehenden Figuren, deren jede mit jeder anderen reell-iquivalent ist, lassen 
sich bequem zeichnen (Beispiele, in stereographischer Projektion, Fig. 5). 


/\ ¢..5 





Besonders bemerkenswert sind die zwei Fille, in denen die beiden zyklischen 
Vereine, die die quadratische Reihe bestimmen, denselben Kreis iiberdecken oder sich 
auf zwei Punkte reduzieren. Im ersten Falle besteht die quadratische Reihe ganz 
aus Punkten, im zweiten iiberdecken ihre Vereine die Kreise eines Biischels mit 
reellen Basispunkten, und zwar wird jeder solche Kreis zweimal iiberdeckt. 


II. 


Die Bilder der zwei zyklischen Vereine sind einzeln imagindr (und dann natiirlich 
hoch-imaginar). Der gegebene lineare Komplex und jede der zwei genannten Geraden 
haben entgegengesetzte Signatur™). (Diese ist also im vorliegenden Falle fiir die 
beiden Geraden negativ. ) 

Hier ist es schon nicht mehr ganz leicht, sich eine anschauliche Vorstellung von 
den oo' reellen zyklischen Vereinen zu bilden, die die zwei konjugiert-imagindren 
zyklischen Vereine beriithren. Einfache Beispiele — mit denen alle anderen reell- 
aquivalent sind — liefern doppelt iiberdeckte Biischel reeller Kreislinien mit kon- 
jugiert-imaginiren Basispunkten. Unter diesen Biischeln befinden sich solche, die 
aus konzentrischen Kreisen bestehen. Zwei der Kreise reduzieren sich auf Punkte, 
und durch ihre Vermittelung haingen die zwei Orientierungen miteinander zusammen. 


*) Wegen dieses Begriffis siehe die Abhandlung iiber Links und Rechts, Archiv 
der Mathematik und Physik (3) 21 (1913) S. 208. 
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Il, 


Wie II, aber die Bilder der beiden zyklischen Vereine haben dieselbe Signatur 
wie der lineare Komplex, in dem sie liegen (also in unserem Falle positive Signatur). 
Die von Geraden des linearen Komplexes gebildete Regelfliche, deren Erzeugende 
jene beiden Bildgeraden treffen, ist zwar ebenfalls reell, sie enthailt aber keine reellen 
Geraden: Alle zyklischen Vereine einer solchen reellen quadratischen Reihe sind paar- 
weise konjugiert-imagindar. 

Bedenkt man, da8 im Bildraume ein reelles Paar von hoch-imaginairen Geraden 
eine reelle involutorische Kollineation bestimmt, so sieht man, da8 sich hier ein 
Seitenstiick konstruieren l48t zu C. v. Staudts Darstellung“ imaginirer Punkte mit 
Hilfe reeller Involutionen. Die Ausfiihrung dieses Gedankens aber miiBte natiirlich 
noch verwickelter ausfallen als schon die Theorie jener Staudtschen Konstruktion. 

In jedem der drei Fille ist jede der betrachteten Figuren mit jeder anderen 
reell-iquivalent (gegeniiber reellen Transformationen von G,,). 

Als Grenzfalle gehéren zu den beschriebenen Figuren reduzible Figuren, die 
noch von fianf Konstanten abhingen, und durch je zwei Felder mit gemeinsamem 
zyklischem Verein bestimmt werden (die in einem weiteren nur noch von drei Kon- 
stanten abhingigen Grenzfall iiberdies zusammenriicken kénnen). Wie solche aus- 
geartete Figuren zustande kommen, deutet das folgende Bild an, das sich auf den 
Fall I von Paaren reeller zyklischer Vereine bezieht. Erst wenn man alle diese 
reduziblen Figuren hinzanimmt, erhailt man aus den quadratischen Reihen ein abge- 
schlossenes Kontinuum. 


Io etl % 


Fig. 6 





Die Beritihrungsaufgabe des Apollonius. 


Gibt man statt zwei zyklischer Vereine, die von anderen beriihrt werden <ollen, 
deren drei (natiirlich verschiedene), so erhalt man nicht mebr unendlich viele sie alle 
beriihrende zyklische Vereine, sondern nur noch zwei. Wir driicken das Wesentliche 
aus diesem Gedanken, der durch Betrachtung des Bildraumes ohne weiteres deutlich 
wird, genauer so aus: 

Drei zyklische Vereine, deren keine zwei einander berithren, liegen immer in einer 
durch sie bestimmten und zwar irreduziblen quadratischen Schar zyklischer Vereine. 

Wenn von drei zyklischen Vereinen keine zwei einander beriihren, so gibt es zwei 
einander nicht berithrende zyklische Vereine, die sie alle berithren. 

Bei algebraischer Behandlung verlangt die Bestimmung der zwei Vereine die 
Lésung einer Gleichung zweiten Grades. In seiner urspriinglichen Fassung verlangt 
das Apollonische Problem jedoch die Auflésung einer Gleichung achten Grades, was 
daber riihrt, daB man gegebene Kreislinien auf verschiedene Art orientieren kann. 
Dieses Problem gebért dann auch nicht, wie das bier kurz besprochene, zur Gruppe G,,, 
sondern zur Gruppe G;. Zu seiner sachgemiBen Lésung ist unter anderem die An- 
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wendung der Galoisschen Theorie erforderlich®). In anderer Richtung aber fihrt 


die Theorie der Beriihrungstransformationen zu tiefer dringender Einsicht. Es besteht 
nimlich auch der Satz: 


Drei zyklische Vereine, deren keine zwei einander beriihren, sind gegeniiber der 
Gruppe G,, immer dquivalent mit der Figur dreier Punkte (deren keine zwei einander 
beriihren). 

Es ist leicht, die Umstande anzugeben, unter denen drei orientierte Kreislinien 
mit je 00' reellen Punkten auf einer Kugelfliche von zwei reellen orientierten Kreisen 
beriihrt werden. Tritt das ein, so kann man die drei orientierten Kreise durch reelle 
Transformationen von G,, in drei reelle Punkte iiberfihren. 


Die Dilatationen. 


Auf einem Bruchstiick des zuletzt besprochenen Tatbestandes beruht eine schon 
im Altertum bekannte Reduktion der damals vorliegenden Beriihrungsaufgabe auf 
Aufgaben einfacherer Art. Es kamen dabei im Grunde schon Beriihrungstransforma- 
tionen zur Verwendung, die man spiter als Paralleltransformationen oder Dilatationen 
bezeichnet hat. Diese Dilatationen, deren Begriff sich ohne weiteres auf Euklidische und 
Nicht-Euklidische Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen ausdehnen la8t, 
sind vielleicht die wichtigsten Beriihrungstransformationen iiberhaupt, da sie auch noch 
in anderem Zusammenhang, namentlich in der geometrischen Optik, auftreten. Wir 
wollen fiir den Fall der betrachteten Kugel noch einige Bemerkungen dariiber hinzu- 
fiigen. 

Dilatation heise jede Transformation der Gruppe G,,, die auf der als Kugel 
gedachten absoluten Fliche alle Elemente der beiden zyklischen Vereine in Ruhe last, 
die den Schnitt der Kugel mit der uneigentlichen Ebene der Elementargeometrie (also 
den ,,absoluten Kegelechnitt) iéberdecken. 

Diese Transformationen bilden eine eingliedrige analytische Gruppe g,. Jede 
von ihnen la8t aus einem zyklischen Verein einen dazu konzentrischen Verein her- 
vorgehen, mit konstantem sphirischen Abstand zugeordneter Elemente beider Vereine; 
aus den beiden zueinander reziproken Reihen uneigentlicher Elemente aber (Er- 
zeugenden der Kugel) macht eine solche Transformation zwei zueinander reziproke 
Reihen, deren gemeinsamer Punktort der absolute Kegelschnitt ist. Jeder der zwei- 
zabligen Vereine, deren Punkte den absoluten Kegelschnitt erfiillen (also jeder Verein 
einer gewissen quadratischen Schar), bleibt bei allen Transformationen von g, in 
Ruhe. Bild eines solchen Vereins ist eine imaginire Gerade, die in der absoluten 
Kongruenz liegt, und alle diese Geraden erfiillen eine irreduzible quadratische Regel- 
schar. In der zugehérigen zweiten Regelschar liegt dann, auBer den Leitlinien der 
absoluten Kongruenz, das reelle Paar der ebenfalls imagindren Geraden, die Bilder 
der zwei genannten zykliechen Vereine sind. Bild der Gruppe g, ist dann die 
Gruppe y,, deren Kollineationen alle Punkte jener zwei Geraden in Ruhe lassen. 
Unmittelbar erkennt man: Die Gruppe g, ist eine von co® (eigentlich co*"*) gleich- 
berechtigten Untergruppen der Gruppe G,,. Jede irreduzible quadratische Schar 
zyklischer Vereine, oder also jedes beliebige Paar zyklischer Vereine, die ein- 
ander nicht beriihren, gehért zu einer solchen eingliedrigen Gruppe, und wmgekehrt. 


**) Math. Annalen 49 (1897), S. 497 u. ff. 
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Dieses Paar zyklischer Vereine bestimmt ferner (unter anderem) auch eine vierglied- 
rige analytische Untergruppe von G,,, deren simtliche Transformationen mit allen 
Transformationen der eingliedrigen Gruppe vertauschbar sind, und die auBer der ein- 
gliedrigen noch eine dreigliedrige invariante analytische Untergruppe hat. Im Falle 
der Gruppe g, selbst ist diese dreigliedrige Gruppe die Gruppe der Bewegungen, die 
die Kugel als Ganzes in Ruhe lassen, und aus ihr entsteht durch Erweiterung, nim- 
lich durch Hinzufiigung der Dilatationen, die viergliedrige Gruppe. 


Reelle Figuren. 


Halten wir uns jetzt wieder an reelle Figuren und: reelle Aquivalenz, so sind 
unter den beschriebenen ein-, drei- und viergliedrigen Gruppen jedesmal drei Arten 
zu unterscheiden — entsprechend den drei zuvor aufgezihliten drei Arten I, II, [Il 
reeller Paare von Geraden eines reellen linearen Linienkomplexes oder reeller Paare 
zyklischer Vereine. Die Dilatationsgruppe selbst gehért, wie aus dem Gesagten zu 
entnehmen ist, zum Fall III, der also mit nichten als uninteressant zur Seite ge- 
schoben werden darf. 

Von den beiden iibrigen Fallen hat ein besonderes Interease das Analogon zur 
Dilatationsgruppe, das dem Fall I entspricht. Wir ersetzen jetzt den absoluten 
Kegelschnitt durch den Schnitt unserer Kugel mit einer reellen Ebene, die in ihr 
Inneres eindringt. Die doppekrientierte Schnittkurve bleibt dann elementweise in 
Ruhe bei einer eingliedrigen Gruppe g/, die die Stelle der Dilatationsgruppe g, in 
der pseudosphdirischen Geometrie™) vertritt und deren Transformationen daher in 
diesem Zusammenhang ebenfalls passend als (pseudosphirische) Dilatationen berechnet 
werden kénnen. An Stelle der Bewegungsgruppe g, tritt dann die dreigliedrige 
Gruppe der ,pseudosphiarischen Bewegungen“, die zwei im Reellen nicht zusammen- 
hangende Scharen von reellen Transformationen umfaBt. 


Beriihrungstransformationen in der spharischen Trigonometrie. 


Eine Erwihnung verdient hier schlieBlich woh] auch noch der Umstand, da8 
gewisse sehr spezielle Beriihrungstransformationen, nimlich Dilatationen von der 
Periode vier, in Untersuchungen iiber die spharische Trigonometrie Bedeutung ge- 
wonnen haben, wenn sie auch gewdéhnlich nicht aus diesem Gesichtspunkt betrachtet 
werden. 

Bekanntlich hat Mébius den von ihm vorgefundenen Begriff eines sphirischen 
Dreiecks derart abgeindert, daB er sich die Seiten des Dreiecks in bestimmtem Sinne 
durchlaufen dachte, und gleichzeitig die gewéhnlich schlechthin ,Winkel“ genannten 
Innenwinkel des Dreiecks durch die zugehérigen AuBSenwinkel ersetzte. Dadurch 
wurde eine gréBere Harmonie der Formeln erzielt: Jedem seiner Gestalt nach be- 
stimmten Dreieck mit Seiteniiingen a,, a,, a, und WinkelmaBen «,, «,, «, konnte ein 
anderes zugeordnet werden, in dem Seiten und Winkel einfach vertauscht sind. 
Man erkennt chne weiteres, daB man es hier mit der Anwendung einer Dilatation 
zu tun hat, die nach viermaliger Wiederholung die identische Transformation (der 
orientierten Elemente auf der Kugel) liefert. Diese Transformation hat noch ein 





**) Die ,,pseudosphirische Geometrie“ wird vielfach verwechselt mit der ,hyper- 
bolischen Geometrie“. Siehe des Verfassers Buch Die realistische Weltansicht und 
die Lebre vom Raume“, Braunschweig 1914, S. 107. 
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ferneres Interesse dadurch, daB sie als eine Art von Erweiterung der involutorischen 
Korrelation angesehen werden kann, die jeder Geraden eines Biindels die auf ihr 
senkrechte Ebene zuordnet. 

Mit diesen Andeutungen wollen wir uns geniigen lassen. So fragmentarisch sie 
sind, so diirfte doch aus ihnen schon hervorgehen, daB die Gruppe G,,, im kom- 
plexen wie im reellen Gebiet, ein eingehenderes Studium verdient. Man kann sie in 
Parallele stellen zur Gruppe G, der Kollineationen in einer Ebene, ein weiteres In- 
teresse aber erhilt sie durch das Ubertragungsprinzip, das die Theorie der Gruppe G,, 
mit der Kollineationsgruppe J, eines linearen Komplexes verbindet. 

In der ebenen projektiven Geometrie schlieBt sich an die elementaren Kon- 
struktionen, die es mit einzelnen Punkten und Geraden zu tun haben, zunichst an 
die Theorie der ebenen Kurven von zweiter und héherer Ordnung. In der ent- 
sprechenden Richtung wollen wir nun auch in der Theorie der Gruppe G,, einige 
Schritte tun. Dazu aber bediirfen wir noch einiger Vorbereitungen. 


(Eingegangen am 10.7. 1921.) 


Zusatze und Berichtigung (wahrend der Korrektur). 


Die Abbildung des Tangentenkomplexes einer Flaiche 2. Grades vom Range 4 
(oder 3) kommt auch in der dlteren Literatur schon vor. Siehe namentlich die ge- 
dankenreiche Abhandlung von §S. Lie: ,Liniengeometrie und Beriihrungstransforma- 
tionen“ (Leipziger Berichte 1897, 8. 736 und 740). Doch hat man sie nicht genauer 
untersucht und nicht in der beschriebenen Weise ausgenutzt. Ferner hat das Vor- 
getragene manche Beriihrungspunkte mit einer Arbeit von E. Kasner: ,,The Group 
of Turns and Slides and the Geometry of Turbines (Am. J. of Mathematics 83, 
1911, p. 193). Darin finden sich schon die Begriffe Schwenkung (turn) und Reihe 
(turbine), oder doch solche, die zu den Begriffsbildungen Schwenkung und Reihe er- 
ganzt werden kénnen. 


( Fortsetzung folgt.) 








Uber ein die Verbiegung der Linienkongruenzen 
betreffendes Problem und iiber die Transformation 
der Bonnetschen Flichenpaare. 


Von 


Hans Jonas in Berlin 


Zwei aufeinander abwickelbare Flachen bilden, wie wir mit Bianchi 
sagen, ein Bonnetsches Flachenpaar'), wenn sie in entsprechenden Punkten 
nicht nur dasselbe GauSsche Kriimmungsma8, sondern auch gleiche mitt- 
lere Kriimmung besitzen, also in den beiden Hauptkriimmungsradien iiber- 
einstimmen. Von Servant*) wurde der Zusammenhang dieser Flichen- 
paare mit den isothermen Flachen des elliptischen Raumes bemerkt. 
Danach schien es zunachst so, als waren durch eine bekannte isotherme 
Flache des elliptischen Raumes, wie man sie iibrigens durch stereographi- 
sche Projektion, d. h. also durch einfache algebraische Operationen aus 
einer solchen des euklidischen Raumes gewinnt, die beiden Flachen des 
zugehérigen Bonnetschen Paares nur intrinsek mittels ihrer Fundamental- 
gréBen bestimmt, so daB die Ermittelung der laufenden Koordinaten noch 
die Integration je einer totalen Differentialgleichung vom Riccatischen 
Typus erforderlich machen miiBte. Bianchi*) zeigte indessen, da8 der 
Ubergang von den Koordinaten der isothermen Flache zu denen des 
Bonnetschen Flachenpaares mit Hilfe von Quadraturen gelingt. Das von 
ihm verwendete, héchst bedeutsame Hilfsmittel, das gleichzeitig gestattete, 
die Verwandtschaft beider Probleme geometrisch zu erfassen, war die nach 


*) Die Frage nach Flachenverbiegungen mit Erhaltung der Hauptkriimmungs-. 
radien wurde 1867 von Bonnet im Journal de I’Eoole Polytechnique, Cah. 42, auf- 
g eworfen. 

*) Servant, Sur deux problémes de géométrie. C. R. de l’Ac. des Sc. 184 
(1902), S. 1291. 

*) Bianchi, Sulle superficie a linee di curvaiura isoterme. Acc. dei Lincei Rend. 
(5) 12 (1908), 8. 511. f 
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Clifford benannte und von Fubini*) zum ersten Male fiir die Zwecke der 
Differentialgeometrie herangezogene zweifache Abbildung einer Flache des 
elliptischen Raumes. 

Legt man namlich zu den Normalen einer im elliptischen Raume 
gegebenen Flache durch einen festen Punkt jedesmal die beiden als rechts- 
und linksseitig unterschiedenen Cliffordschen Parallelen und bringt sie mit 
der Polarebene des Punktes zum Schnitt, so wird dadurch die Flache in 
doppelter Weise auf die elliptische Ebene abgebildet, die dabei flachen- 
treu auf sich selber bezogen erscheint. Auf diesem Umstande beruht die 
Anwendbarkeit des gedachten Abbildungsprinzips auf die Theorie der iso- 
metrischen Flachenpaare. Deutet man die elliptische Ebene als euklidi- 
sche Kugel, so existieren, wie Bianchi®) bewiesen hat, zu einer derartigen 
flachentreuen Abbildung der Kugel auf sich selber unendlich viele Paare 
isometrischer Flachen, deren Normalen die Richtungen der einander zu- 
geordneten Kugelradien haben. Umgekehrt bestimmt auch jedes Paar 
aufeinander abwickelbarer Flaichen durch die beiden GauSschen Bildkugeln 
eine Flache des elliptischen Raumes, die von Blaschke*) neuerdings als 
DrehrifB der Isometrie bezeichnet wurde. Dem permanenten konjugierten 
System des isometrischen Flichenpaares entsprechen dabei die Asymptoten- 
linien des Drehrisses. 

Liegt insbesondere eine isotherme Flache im elliptischen Raume vor, 
so liefern ihre Cliffordschen Bilder die beiden GauBschen Bildkugeln eines 
Bonnetschen Paares von Flachen, die sich mit Erhaltung der Haupt- 
kriimmungsradien aufeinander abwickeln lassen. Es ist nun bekannt, da8 
man im euklidischen Raume mittels einer speziellen Ribaucourschen Trans- 
formation, der Darbouxschen Transformation D,,, von einer gegebenen 
isothermen Flache zu neuen solchen Flachen gelangen kann. Mit einer 
geringfiigigen Modifikation lassen sich die betreffenden Formeln auf den 
elliptischen Raum’) iibertragen. Damit ist gleichzeitig ein Transformations- 
prinzip fiir die Bonnetschen Flachenpaare gegeben. Die Durchfiihrung 
dieses Gedankens wiirde kaum ein besonderes Interesse beanspruchen 


*) Fubini, I) parallelismo di Clifford negli spazii ellittici. Annali della R. Scuola 
Norm. Sup. di Pisa 9 (1904). 

5) Bianchi, Sopra le rappresentazioni equivalenti della sfera etc., Acc. dei Linc. 
Rend. (5) 18 (1904), S. 6; Sulle coppie di superficie applicabili con assegnata rappre- 
sentazione sferica, ebenda 8. 147. 

*) Blaschke, Uber isometrische Flaichenpaare. Jahresber. d. Dtsch. Math.-Ver- 
einigung 22 (1913), S. 154. Wir fiihren hier die wichtige, auf einen Satz von Study 
zurtickgehende Tatsache an, daB den euklidischen Bewegungen der Flachen des iso- 
metrischen Paares die elliptischen Bewegungen des Drehrisses entsprechen. 

”) Bianchi, Complementi alle ricerche sulle superficie isoterme. Annali di Mat. 
(3) 12 (1905), S. 19. 
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kénnen, wenn nicht zwei Umstande eintraten, die mir der Beachtung wert 
zu sein scheinen. Zunichst stellt sich namlich heraus, daB, wahrend beim 
Obergang von der gegebenen isothermen Flache des elliptischen Raumes 
zu dem zugehérigen Bonnetschen Flachenpaare die Bestimmung der Ko- 
ordinaten sechs Quadraturen verlangt, die entsprechenden Quadraturen bei 
der Bestimmung des transformierten Bonnetschen Paares entbehrlich wer- 
den. Das ergibt sich auf Grund bekannter Eigenschaften der Moutard- 
schen Transformation. Die Transformation D, laBt sich namlich als 
eine spezielle Transformation dieser Art auffassen, der die laufenden Ko- 
ordinaten der isothermen Flache als Integrale einer Lapiaceschen Gleichung 
mit gleichen Invarianten unterworfen werden. 

Unserer Transformation der Bonnetschen Flachenpaare kommt nun 
eine weitere Eigenschaft zu, die vor allem ihres anschaulichen Charakters 
wegen wichtig erscheint und sich als einer weitgehenden Verallgemeinerung 
fahig erweist. Es seien S, S die Flachen des gegebenen Bonnetschen 
Paares, S,, S, die des transformierten. Wir betrachten die co? geradlinigen 
Segmente zwischen korrespondierenden Punkten von S und S, und denken 
sie uns mit den Flachenelementen von S starr verbunden. Alsdann geht 
bei der Abwickelung von S auf S die Ortsflache der Endpunkte, anfing- 
lich also S,, in deren Biegungsflache S, iiber. Dieses Ergebnis legt es 
nahe, das folgende allgemeine, die Verbiegung der Linienkongruenzen im 
Beltramischen Sinne*) betreffende Problem zu behandeln: 

Mit den Fldchenelementen einer gegebenen, einem isometrischen 
Paare S, S angehérenden Flache S sollen cc* geradlinige Segmente in 
der Weise starr verbunden werden, daB auch die Ortsflachen der End- 
punkte, anfanglich S, und nach Ausbreitung von S auf 8 die Flache 
S,, aufeinander abwickelbar werden. 

Wir stellen dieses Problem an die Spitze der nachfolgenden Aus- 
fiihrungen, in denen wir iibrigens von den Beziehungen zur Differential- 
geometrie des elliptischen Raumes keinen Gebrauch machen wollen. Die 
volistaindige Lésung der auf den ersten Blick durchaus nicht einfach er- 
scheinenden Aufgabe gelingt auf Grund einer zweckmaBigen Wahl der Be- 
zugsparameter. Sie entsprechen den durch die Differentialgleichung 

(L— L)du*+2(M — M)dudv+(N — N)dv* =0 





*) Bei der Verbiegung einer Linienkongruenz im Beltramischen Sinne bleiben 
die Strahlen mit den Flachenelementen der den Biegungen zu unterwerfenden Aus- 
gangsfliche starr verbunden; bei einer Verbiegung im Ribaucourschen Sinne hat jeder 
Strahl eine feste Lage in der Tangentialebene der zu verbiegenden Fliche. Beiden 
Arten der Verbiegung gegeniiber bleibt die Eigenschaft einer Kongruenz, ein Nor- 
malensystem zu sein, erhalten. Siehe Bianchi, Lezioni di Geom. diff. 2 (1903), S. 87, 
und die Abhandlungen in den Annali di Mat. (3) 3 und 6. 
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definierten Kurven, deren Bedeutung fiir das Studium isometrischer Flachen- 
paare bereits in anderem Zusammenhange*) hervorgetreten ist. Von 
Bianchi werden diese Kurven als sich selbst kinematisch konjugiert be- 
zeichnet; wir ziehen es vor, sie in etwas anschaulicherer Weise Kurven 
permanenter Normalkriimmung des isometrischen Paares zu nennen. Es 
zeigt sich nun, daB diesen Kurven auf den Flachen S,, 8, des neuen 
isometrischen Paares Kurven der gleichen Art entsprechen. Sie stellen 
iiberdies die Charakteristiken der Laplaceschen Differentialgleichung dar, 
auf die wir unser Problem zuriickfiihren. 

Damit wird nun ein Transformationsprinzip fiir Paare aufeinander 
abwickelbarer Flachen gewonnen, das als eine vollstandig neue Methode 
neben diejenige tritt, die ich in einer langeren Arbeit’®) behandelt habe, 
und bei der das permanente, d. h. den Flachen des Paares gemeinsame 
konjugierte Kurvennetz in ein Kurvennetz der gleichen Art iibergeht. 

Im Falle der Bonnetschen Flichenpaare, fiir die wir im zweiten Ab- 
schnitt unser Ergebnis spezialisieren, bilden die Kurven permanenter Nor- 
malkriimmung ein Orthogonalsystem, das gleichzeitig ein Isothermensystem 
ist. Die Forderung, daB das gegebene und das transformierte Flachenpaar 
sich konform aufeinander abbilden sollen, fiihrt zur Auffindung der Transfor- 
mation Bonnetscher Paare, wobei sich die Differentialgleichungen als iden- 
tisch mit denjenigen der Transformation D,, im elliptischen Raume erweisen. 

Auf den Zusammenhang unserer neuen, durch eine einfache geometri- 
sche Fragestellung gewonnenen Transformation isometrischer Flachenpaare 
mit der Moutardschen Transformation wollen wir hier kurz hinweisen. 
Man gelangt dazu durch Betrachtung der aus S und § durch vektorielle 
Subtraktion konstruierten Fliche mit den laufenden Koordinaten x — Z, 
y- ij, 2—#, auf der die Asymptotenlinien den Kurven permanenter 
Normalkriimmung des Paares S, S entsprechen. Es ergibt sich so die 
Aquivalenz unserer Transformation mit der Anwendung der Moutardschen 
Transformation auf vier zusammengehérige Integrale einer Moutardschen 
Gleichung. Den Hauptpunkt einer von den Lelieuvreschen Formeln und 
der Moutardschen Transformation ausgehenden, entsprechenden Entwick- 
lung wiirde nun die Beseitigung der durch die Moutardsche Transfor- 
mation in ihrer urspriinglichen Gestalt geforderten Quadraturen bilden**). 


’) Bianchi, Lezioni di Geom. diff. 2 (1903), S. 89, sowie die w. u. zitierten Unter- 
suchungen von Darboux und VoB. 

) Jonas, Die Transformation isometrischer Flichenpaare und verwandte Pro- 
bleme (I). Die Abhandlung erscheint demnichst in der Math. Zeitschrift. 

'!) Die entsprechende Modifikation der Moutardschen Transformation fiir den 
Fall dreier Integrale, d. h. in der Theorie der W-Kongruenzen, habe ich in einer 
unlingst erschienenen Arbeit behandelt. Siehe Jonas, Uber die Konetruktion der 
W-Kongruenzen usw. Jahresber. d. Dtsch. Math.-Vereinigung 29 (1920), 8. 40. 
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Dabei wiirde sich in der Tat zeigen, daB ein gewisser Vorteil erzielt wird, 
wenn man die vier Integrale der Moutardschen Gleichung durch Multipli- 
kation mit einem gemeinsamen Faktor so normiert, daB ihre Quadrat- 
summe 1 wird und sie sich als laufende Koordinaten einer auf ein kon- 
jugiertes System mit gleichen Invarianten bezogenen Flache des ellipti- 
schen Raumes auffassen lassen. Man gelangt dann auch auf diesem Wege 
zu der erwihnten Laplaceschen Differentialgleichung unseres Transforma- 
tionsproblems, die sich als Laplacesche Gleichung des korrespondierenden 
konjugierten Systems auf der Polarfliche darstellt. 

In einer Hinsicht kommt einem solchen, an die Moutardsche Trans- 
formation ankniipfenden Verfahren ein besonderer Vorzug zu: es fiihrt 
ohne gréBere Komplikationen der Rechnung zur Auistellung eines Ver- 
tauschbarkeitssatzes, demzufolge sich auch unsere neuen Transformationen 
isometrischer Flachenpaare zu viergliedrigen, geschlossenen Zyklen zu- 
sammensetzen lassen. Beim Verfolgen des von uns eingeschlagenen, un- 
mittelbar von der Natur des geometrischen Problems ausgehenden Weges 
st6Bt man bei diesem Punkte auf Schwierigkeiten. 

Die nahere Ausfiihrung der zuletzt nur andeutungsweise mitgeteilten 
Ergebnisse sei einer spiteren Gelegenheit vorbehalten. Immerhin diirfte 
die Richtung gekennzeichnet sein, nach der sich die zwischen den Bonnet- 
schen Flachenpaaren und den isothermen Flachen des elliptischen Raumes 
bestehenden Beziehungen im Hinblick auf die Transformation isometri- 
scher Flachenpaare verallgemeinern lassen: verallgemeinerungsfihig in 
diesem Sinne ist die Transformation D,, nicht, wie man zunichst viel- 
leicht annehmen kénnte, als Ribaucoursche Transformation, sondern als 
Transformation eines konjugierten Systems mit gleichen Invarianten. 


I. 


1, Die beiden Flachen S(z,y,z) und S(%,i,Z) mégen ein tsome- 
trisches Paar vorstellen. Das gemeinsame Quadrat des Linienelements sei: 


~Y oo —_o a 2 
DS) dx? = S)dz* = Edu*+2Fdudv + Gdv’, 
die beiden zweiten Fundamentalformen seien: 
— S'dxdX = Ldu*+ 2M dudv+ Ndv’*, 
— >) dzdX =Ldu?+2Mdudv + Ndv’. 


Wir wollen das Bestehen einer eigentlichen Isometrie, d. h. einer solchen 
innerhalb der Grenzen voraussetzen, durch die reellen Punkten der einen 


Flache reelle Punkte der anderen zugeordnet werden. Ob sich dabei S 
durch stetige Verbiegung in 8 iiberfiihren laBt, bleibt fiir das Folgende 
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belanglos. Wesentlich ist aber die durch die Isometrie gleichzeitig fest- 
gelegte Korrespondenz zwischen den positiven Seiten bzw. Normalen- 
richtungen beider Flachen. Die Richtungskosinus der Flachennormalen 
sind gegeben durch: 


12 





Cy oz oz oy oy Of ozcy ”) 
ou Ov ou ow = du dv Ou ov 
xX 2s 9 xX = —_<——— 
VEG-F* VEG—F* 


Die von den Tangenten der Koordinatenlinien v = konst., u = konst. und 
den Normalen gebildeten Koordinatendreikante sind dann fiir entsprechende 
Punkte beider Flachen kongruent. 

Als Parameterlinien benutzen wir bei Behandlung der gleich zu 
formulierenden Aufgabe die durch die Differentialgleichung 


(1) (L—L)du*+2(M — M)dudv+(N —N)dv?=0 


definierte Doppelschar der Kurven permanenter Normalkriimmung"*). Sie 
sind reell oder imaginar, kénnen aber im folgenden ohne wesentliche Be- 
schrankung der Allgemeinheit als reel] vorausgesetzt werden, da einer 
Bemerkung von VoB"*) zufolge, falls sie imaginar sind, statt ihrer die 
Integralkurven der Differentialgleichung 


(2) (L+ L)du?+2(M+ M)dudv +(N+ N)dv?=0 


reell ausfallen. Wir ersetzen dann aber zweckmiBig die Fliche S durch 
die symmetrische Flache mit den laufenden Koordinaten — Z, — 7, —?. 
Dadurch andern L, M,N das Vorzeichen, und (2) geht in (1) itiber. 


Infolge der angegebenen Spezialisierung der Parameter wird: 
L=L, M=-M, N=N. 


Wir merken die Codazzischen Gleichungen an, die hier in vier Relationen 
zerfallen, da sie gleichzeitig von L, M, N und von L,— M, N befriedigt 
werden miissen: 

‘2) Der Kiirze wegen unterlassen wir es, auf das Bestehen der beiden analogen 
Formeln in jedem einzelnen Falle hinzuweisen. 


78) Man beachte nimlich, daB die Normalkriimmung in der durch das Verhilt- 


nis ée bestimmten Richtung den Wert 


du 
: Ldu?+2Mdudv+Ndr? 
0, Edu®+2Fdudv+Gdr? 


hat. Die in Rede stehenden Kurven haben iibrigens, da die geodatische Krimmung 
Biegungen gegeniiber invariant ist, in entsprechenden Punkten iiberhaupt gleiche 
Kriimmung. 

%) VoB, Uber isometrische Flachen. Math. Ann. 46 (1895). S. 97; Bianchi, 
Lezioni 2, S. 39. 
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Beachtet man, daB 


' len +2 ‘ , | > _ % ‘ 
élog VEG —F -(4 (12) SE ae ye iy 
ou 1 ‘one ev Se "433 
ist, so findet man 
f12) (2) 
c ? Cc 9 
(4) Uj = ay 
ou cv 


Diese notwendige Bedingung reicht natiirlich nicht hin, um das Kurven- 
netz (u,v) als von Kurven permanenter Normaikriimmung gebildet zu 
charakterisieren. 


2. Es soll nun das folgende Problem gelést werden: 


In gleicher relativer Lage zu den Koordinatendreikanten der beiden 
isometrischen Flichen S und S bestimme man auf die allgemeinsate Weise 
die Paare entsprechender Punkte eines neuen isometrischen Flachenpaares. 
Mit anderen Worten: Wir verbinden co* geradlinige Segmente starr mit 
den Flachenelementen von S und verlangen, daB die Ortsflache S, ihrer 
Endpunkte, wenn S auf S abgewickelt wird, gleichzeitig in eine Biegungs- 
flache 8S, von 8S, dbergeht. 

Wir machen fiir die Koordinaten der Punkte von S, und S, den 
Ansatz: 


Cz Coz 
z,=2z+ea +§6—-+cX, 


:. Cu év 

(5) = oa 

on - 6 cz oz 
#,=F+ea—+b—+cX, 

ou ov 


durch den zum Ausdruck gebracht wird, daB ihre relative Lage in bezug 
auf die Koordinatendreikante von S und S dieselbe sein soll. Man hat 
beim Differentiieren dieser Ausdriicke die bekannten Relationen 

é*2 11) éz 11) éz 

at if as +{o}atex was 
und die Weingartenschen Gleichungen zu benutzen, die wir, wie folgt, 
schreiben: 





oe Ee pe - Oe) tas —plPR- FR) 
0s  EG-F* tev Owl “" EBG-F*\ ow ae 

(6) f 
ax M / cx cx me N éz aa 
oe ~ 36 _P* \F — - 0%) + (r= B=). 
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Die unteren Vorzeichen beziehen sich und diese Bemerkung soll auch 
fiir die weiteren Rechnungen gelten — auf die analogen fiir die iiber- 
strichenen GréBen bestehenden Formeln. 

Es ergibt sich: 


aa (F = — BS) 4 bx! 


cv) 


44+ B+ Ext Ml c 


Lz 
r 
dv ou v \EG_F 


% a 4 B'S 4 C'X+M\—* gi (#2 — a) + 0x} 
dabei ist: 
“a MMs dc ie 





X of} <aille 


Bildet man nun £, : - >’ (2%)" usw., so mu8, damit S, und 8, ein 
isometrisches Paar vorstellen, in den Ausdriicken fiir #,, F,, G, jedes- 
mal die Summe derjenigen Glieder verschwinden, die beim Ubergange zu 


S, das Vorzeichen andern. Man gewinnt auf diese Weise die folgenden 
drei Bedingungsgleichungen : 


dc ab 11 12 / c*F 
bs — Coe — 8 fa}— bela} + L (ab — 55a) <0, 
dc da 22 (12 eF 
05, — Cae — be ft }— eel} +N (ob — 55) =o, 





(7) 
oie — Cha t bin — eae — 20({1} +{2}) -Fe(f} + {1}) 
+arL+o°n + EAEE™ —2¢=0. 


Aus den beiden ersten schlieBt man unschwer, daB der Ausdruck 


aLdu+bNdv 
c 


ein exaktes Differential wird. Beim Verifizieren der Integrabilitatebedingung 
hat man die Codazzischen Gleichungen (3) zu benutzen. Wir wollen hier- 


nach setzen: 
dw +0 aLdu+bNdv 


w c 
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und erhalten, indem wir 


’ o c éw — = 
(8) o™= “Zete’ wie Nw év 


in die erste oder zweite der Relationen (7) einfiihren, die folgende par- 


tielle Differentialgleichung 2. Ordnung fiir w: 


elie t+ Blifie zope’ ”: 


Durch Einsetzen derselben Ausdriicke in die dritte Relatien (7) findet 


man : 


(9) —_— - = 
oudv L 


ow re L{22\ew FLN 
5c 








10 2wVEG— FE: 
{ c a ——— 
j (tse—F ew) a (Y¥EG—F* se) EN+GL 
— | ——_——__ —] += —j]+ - w 
ou L ou ev N av VEG_F* 


Mittels (8) und (10) gehen die Formeln (5) iiber in: 
Liu iu WN dv ov 
(11) 2,=2+——— ck Rid 4... 
é (vze—r* oe) 9 (Ee -F* oe) EN+GL 
ow év VEG_F? 


= | 3 3 
oVEG_F® (ex-3o-= y Be oe) 








L Ou N av 


und in einen gleichlautenden Ausdruck fiir Z, in den iiberstrichenen GréBen. 
Wir schreiben zur Abkiirzung 


. 7 1 é@w @z l cw @z 
(12) é=wkX Pama —, Eq wX—-S—— —-5— — 
: L éu du N dv dv ° L du 6u Nov ov’ 





ow Lfl2jow , GLw 
poet wii} ze EG_F*’ 





3) 
(1 | é (1 ”) , 1 £12) dee 1 ry , Nw 
q = _ © > a > oh =. += “2. es 
év \N év L(25 éu N\25 ov ' pgp? 
so da8 
(14) oa nathetef, Bwes—tet 
. p+q”’ met p+e 
wird. 


Da mit ist zunichst das folgende Ergebnis gewonnen: 


Die Ermittlung eines neuen isometrischen Flachenpaares  & 
dessen korrespondierende Punkte gleiche relative Lage zu den Koordinaten- 
dreikanten der gegebenen isometrischen Flichen S und S haben, hangt 
von der Laplaceschen Differentialgleichung (9) ab. Eine bekannte Lo- 
sung w derselben gestattet die Bestimmung der laufenden Koordinaten 
von 8, und S, mittels (11) bew. mittels (12), (13) wnd (14). 

3. An dieses Theorem, das eine neue T'ransformationsmethode fiir 
isometrische Flachenpaare bedeutet, kniipfen sich die folgenden Zusitze: 
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1. Die inverse Transformation, die von dem isometrischen Flachen- 
paare S,, 8, zu dem gegebenen S, S zuriickfiihrt, ist eine Transformation 
vom gleichen Typus, d.h. also: denkt man sich die ~* Liniensegmente, 
die entsprechende Punkte von S und S, verbinden, mit den Flachen- 
elementen von S, starr gekoppelt, so geht auch bei der Abwickelung von 
S, auf 8S, die Ortsfliche S der Endpunkte in die zu S isometrische 
Flache 8 iiber. 

2. Die Kurven permanenter Normalkriimmung des gegebenen und 
des transformierten Flachenpaares entsprechen sich. 

Zum Nachweis dieser Eigenschaften unserer Transformation empfiehlt 
es sich nicht, die Normalenkosinus und die FundamentalgréBen 2. Ord- 
nung fiir das transformierte Flachenpaar wirklich zu berechnen, da die 
Formeln reichlich kompliziert werden. Der folgende Weg vermeidet un- 
iibersichtliche Rechnungen. Man erkennt zunichst das Bestehen der Re- 
lationen: 


(15) $7 2° i WT OF _ rin \ 


Cz Ve Cz 
—_— ia * ? iad > OM — ou’ — ov = 


” aid ‘3 


we 


und findet durch Differentiation von (12) mit Benutaung von (6), (9) 
und (13): 


ag w (P 6x ox lée we 

16 | Fe Pz, + Ml 5G : 7a |? E=,) — Noe *|> 
) 

og w [mez éz 1 dw ~ | 

[t-- 92a Eg ae - O38) — 22 x], 


, ° . F _ € 0 
wobei also die unteren Vorzeichen in den analogen Formeln fiir “ und 25 
gelten. Hieraus folgt ferner: 


vies ox yl oF ez Yl os ox V7 of oz 

7 — oe A = +. — = 44 

mom! OU OU am! ON OU a! OW OV am Ov dv’ 
Vy’ os oz Vl os oz “VY OE Oz Yl os oz . Mw 
en) a a) ee a) a) ee ee 5 , 


7 (08\*_ + a&\* y ar\* v7 ag)" 
s 


—_— \au/ a du/?’ fed \ OU) ma \ap 4 





y’ oF @& 7 os 
— du dv du ov 
Beziiglich der letzten Formeln sei beiléufig bemerkt, da aus ihnen 
zwar nicht die Isometrie, aber die Gleichheit entsprechender Bogen der 
Kurven v= konst. bzw. u = konst. fiir zwei Hilfsflaichen hervorgeht, als 
deren laufende Koordinaten wir die GréBen £, 7, ¢, &, 7, § deuten kénnen. 
Bildet man nun nach (14) 
CE OF 2 @ 
(18) iu ou t pt gew 





= 2M (p+q)w. 


= 
> 


rz (=) g 
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Cr oo . » 
und ebenso =f so erhalt man mit Benutzung von (15): 
3 


(19 4 a i Ve o%, 
{ é $= 


y p OX, 
A “ — = . 
—_— ou hed * Ou” _— ov — ev 


Unter Beriicksichtigung der Isometrie von S, und S, erkennt man hieraus, 
daB die zwischen S und S, vermittelnden Strahlen mit den Tangenten 
der Kurven (u,v) von S, dieselben Winkel einschlieBen wie die zwischen 
S und 8, vermittelnden Strahlen mit den entsprechenden Tangenten von 
S,. Geometrisch evident ist hiernach das Bestehen der Gleichung 


| 2'§X,| =| EX, |, 
to +++) Ay, die Normalenkosinus von S, und 8S, bedeuten. 


Doch bedarf es fiir unsere Zwecke noch des Nachweises, da8 auch dem 
Vorzeichen nach 


(20) SEX, = DEX 
ist. Es wird aber: 


in der X 

















ox, | | é@a 2 0€g | 
éu’ du | p+qau’ | 
S’: x oaee - | Ox, = is oes er 2 @a€ 
_ VE,G,—F; | év’ | VE,G,—F; | dv " p+q a | 
g > g > 
| ox | 
au’ =, 
a S _ | as | hea eons. bf toe B, 
(p +9)" VE, @,—F; | ov? ** | (p+) E, G,—F, 
wobei 
| 2a + eee, a. sae 
- EG-F EG-—F N év 
, G Mw p-@ FMw M éw 
(21) 4= . : a > =r 
| * ge-F* 2 Ee-F*’ *+Lix 
| _ lew _ 1 éw | 
| Lau’ N ax’ ” 


ist und die unteren Vorzeichen fiir 4 gelten wiirden. Um nun die Richtig- 
keit von (20) zu bestitigen, hat man sich nur davon zu iiberzeugen, daf 
A= A ist, d.b., daB sich bei der Entwicklung der Determinante (21) 
die simtlichen Glieder mit doppeltem Vorzeichen zerstéren. Mit der Auf- 
stellung der Formeln (19) und (20) ist die unter 1. genannte Kigenschaft 
unserer Transformation bewiesen. Das Ergebnis la8t sich auch in der 
folgenden Gestalt aussprechen: Wird die Flache S durch Verbiegung in 
S tibergefiithrt, wobei die Strahlen als Trager der Punkte von S, in 





eo & 


he Gy 


oa. 
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starrer Koppelung mitgenommen werden, 8o bleiben auch die Flachen- 
elemente (Facetten) von S, in starrer Verbindung mit den Strahlen, um 
die ale Achsen sie sich drehen miissen, um in die Flichenelemente von 
S, iiberzugehen. 

Um den zweiten der beiden Zusiatze zu beweisen, differentiieren wir 
die erste Relation (19) nach ~, wobei wir beachten, daB sich aus (16) 
und (18) 

ys 0& Ox, meh at Ox, 


hal ou Ou Md OU OU 


ergibt. Wir finden: 


und, indem wir die Ausdriicke 


mihi t {aha tom 
Seat tea Cee 


icu 


(22) 


einsetzen, mit Benutzung von (19) und (20): 


L, = IZ 


1° 


Da sich in gleicher Weise N, = N, ergibt, muB wegen 
L,N,— Mi =1,N,— M} 


1 


auch |M,|=|M,| sein. Wir zeigen, da8 notwendig M,— M,+0, also 
M,=— M, ist. Zu dem Zwecke bilden wir, indem wir von (16) und (18) 
ausgehen : 


— Ov du dv du < av Ou dvdu | p+q 


Nach (17) wird dann: 


S79E oz, OF 0%, ydE ax 0& 0% 2 ( 0§ 0§ ag 96) 
du dv du dv 


05 Om SV 0F O_o ay, 


dv Ou - < ov Ou 


Wir differentiieren, indem wir uns dabei dieser Formel bedienen, die erste 
Gleichung (19) nach v und erhalten: 


a*2, a* z, 
D8 ieay Db gaay = — 2M w. 
Werden wie oben die zweiten Ableitungen durch die zu (22) analogen 


Ausdriicke ersetzt, so gelangt man mit Benutzung von (19) und (20) zu 
der Beziehung: 


(M,— M,) S'X,——2Mw, 
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aus der zu ersehen ist, daB M,— M, nicht identisch verschwinden kann. 
Es ist also: } 

L=L,, M,=—-M,, N,=N,, 
womit die Korrespondenz der Kurven permanenter Normalkriimmung der 
beiden Flachenpaare erwiesen ist. 


4. Wir setzen nun kurz den Zusammenhang zwischen unserer Trans- 
formation der isometrischen Flichenpaare und der durch eine W- Kongruenz 
vermittelten sog. asymptotischen Flachentransformation auseinander. Eine 
nicht unerhebliche Vereinfachung der Rechnung erzielen wir auf Grund 
einer kleinen geometrischen Betrachtung, die wir vorausschicken. 


Denkt man sich das Koordinatendreikant von S parallel zu sich 
selber so verschoben, da8 sein Scheitel mit dem von S zusammenfillt, so 
kann das eine Dreikant mit dem anderen infolge ihrer Kongruenz durch 
eine Drehung um eine von dem gemeinsamen Scheitel ausgehende Achse 
zur Deckung gebracht werden. Es existiert mithin eine Richtung im 
Raume, die beziiglich beider Dreikante dieselbe Orientierung besitzt. Unter 
Beriicksichtigung der Isometrie von S und S la8t sich diese Tatsache in 
Gestalt dreier Relationen von der Form 

‘ ” os , oz = Oz ez 
(23) X+« a4 +P = X+« =— += 
aussprechen, wobei wir auf die tatsichliche Berechnung der Koeffizienten 
« und § verzichten kénnen. Wir schreiben (23): 


(24) CS ES ae 
\cou Cu ov ov 
Es sei nun G(r,...) die durch vektorielle Subtraktion aus den 


Flachen S und S§ des isometrischen Paares hervorgehende Hilfsfliche mit 
den laufenden Koordinaten 

I=2z-2Z, y= y-—¥F, 4=2—2, 
die wir als Differenzfldche bezeichnen wollen. Wir finden: 


et ={TE+ (oh +L(X—X) 


cu 


und wegen (24): 


a*s (ful éx 11) ér 
ou? =({ i}- La) SE +({7) — Lp) 5. 
Entsprechend ergibt sich: 


a \ 

@zg [22 . or 22 er 

x -({T}- Na) SE +({}— NB) 3: 
Aus den beiden letzten Beziehungen folgt der Satz: 
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Den Kurven permanenter Normalkriimmung des isometrischen Paares 
entsprechen auf der zugehdrigen Differenzflache die Asymrtotenlinien*’). 

Wir erkennen ferner, daB die Normale der Differenzflache parallel 
zu der durch (23) definierten Achse ist, um die man das Koordinaten- 
dreikant von S zu drehen hat, damit es die Stellung des Dreikants von 
S annimmt. 


In der Tat ist: 


iva @ 2s \’ 4 Cz\ (de _ cz 
<— (x ou ' OS)5 cbs “m+ Fi fel Be 5) 
yy sd v8) os _ oe Ah os) © 
=~ 3S (x+0+e8)8-S(r+08 + p80 


und ebenso: 


’ 


(Xt @ 4 gs) 2 -0 


ou Cv/ cv 

womit die Richtigkeit der Behauptung bestatigt ist. 
Wir untersuchen schlieBlich den Zusammenhang zwischen © und der 
auf gleiche Weise aus dem transformierten isometrischen Flachenpaar S, , S, 


konstruierte Differenzflache S, mit den laufenden Koordinaten r, = x, — 2,,... 
Nach (14) wird: 





ji.-t-2 € — §) 
- 5 it~ 2-1-7 
und hieraus mittels (24): 
BB — 55g low + Fe) 5+ (Out wy Ze) al 
Diese Beziehung besagt, da8 die Punkte von ©, auf co* Tangenten von S 


liegen. Mit Riicksicht auf die Umkehrbarkeit der Transformation und auf 
die Korrespondenz der Asymptotenlinien von © und ©, kénnen wir also 
den Satz aussprechen: 


Die zu dem gegebenen und zu dem transformierten Paare isometrischer 
Flachen gehérenden Differenzflachen bilden die Brennflachenmdntel einer 
W - Kongruenz. 

Hiermit ist der Anschlu8 an die Theorie der Moutardschen Trans- 
formation gegeben. Betreffs dieses Punktes und der damit zusammen- 


15) Dieser Satz findet sich, auf andere Weise hergeleitet bei Darboux (Legons 
sur la théorie gén. des surf. 4, Nr. 957—960). Allerdings wird er dort infolge eines 
Versehens beim Subtrahieren der mit (24) und (25) bezeichneten Relationen nicht 
fir die Differenzfliche, sondern fiir die Flache mit den Koordinaten r+Z,... aus- 
gesprochen. 
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hangenden Fragen, wie z. B. der Aufstellung eines Vertauschbarkeitesatzes 
fiir unsere nene Transformation isometrischer Flichenpaare, sei auf die 
Bemerkungen am Schlu8 der Einleitung verwiesen, auf deren naéhere Aus- 
fiihrung wir an dieser Stelle verzichten. 


II. 

5. Wir benutzen die gewonnenen Ergebnisse zur Aufstellung einer 
Transformationstheorie fiir die Bonnetschen Flachenpaare. Diese sind 
definiert durch die Bedingung, da8 sich die eine Fliche mit Erhaltung 
der Hauptkriimmungesradien suf die andere abwickeln la8t. Bezieht man 
ein derartiges spezielles isometrisches Paar S, S wieder auf die Doppel- 
schar (u,v) der Kurven permanenter Normalkriimmung, so la8t die Forme! 
fiir die mittlere Kriimmung 

H—141_ EN-2PM+GL 
" %: EG-—F 
unmittelbar erkennen, daB diese Bedingung auf F = 0 hinausiliuft. Die 
Kurven (u,v) bilden dann also ein Orthogonalsystem. Da unter dieser 


Veneneeinang 12 1 dF 12 1 éG 
(ijraes {2}—30 3 


ist, wird infolge von (4): 





z 

G 
“tua 9 

Das Orthogonalsystem ist also gleichzeitig ein Isothermensystem. Es kann 
demnach gesetzt werden 


VE =e-®, VG =—e-®. 
Die Wahl der Vorzeichen ist dabei mit Riicksicht auf die Beziehungen zu 
den isothermen Flachen des elliptischen Raumes getroffen. Die zunichst 
aufzustellenden Formeln stimmen mit den von Bianchi **) gegebenen auch 
in dieser Hinsicht iiberein. 
Aus (3) folgt M = konst., so dab 
M=-1, M=+1 
angenommen werden kann. Wird ferner 
L=L=-—e-®h, N=N=e-*k 
gesetzt, so reduzieren sich die flachentheoretischen Fundamentalgieichungen 
von Gau8 und Codazzi auf die folgenden Differentialrelationen fiir 0, h, k: 
25) oe +8 4 004 k= 0, > a oe ad 


dv av” ow ow 


a log 


‘) §. FuBnote *). 
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Ohne nahere Ausfiihrungen bemerken wir, daB8 diese Differential- 
gleichungen gleichzeitig einer isothermen Flache des elliptischen Raumes 
entsprechen, fiir die e*® (du*-+-dwv*) das Quadrat des Linienelements und 
h*du*-+ k°dv* dasjenige der Polarfiache ist. 

Bezeichnen wir fiir die Flachen S und § des Bonnetschen Paares mit 
x®, ¥® 2, X®, Y®, Z™ baw. mit X",...,X™,... die Richtungs- 
kosinus der Tangenten an die Kurven v = konst. und «= konst., so be- 
steht das folgende System von Differentialrelationen fiir die zweipara- 
metrigen Drehungen des hier also rechtwinkligen Koordinatendreikants: 








xm @ eal ‘ ‘ 
; =—-—X®-hX, S—-=—XFeox, 
ou ow av ou 
sa (2) 
(26) oX ~~ oo x + 60X, 6X’ a eae 
du ov = ~ 
ox ax 
ie = Ax?= e6 x” 35 mi aa eo XP 4 bx®, 


wobei sich wieder die unteren Vorzeichen auf die analogen Formeln mit 
den iiberstrichenen GréBen beziehen. Ferner wird: 


dx=e-°(X%du—Xdv), d#=—e-*(X%du— X™dv), 
> dz? = >! dz" = e~*6 (du*+ dv’). 


6. Es sei darauf hingewiesen, da8 man auch durch eine zweite, neue 
Fragestellung, die iibrigens unmittelbar an unser in Nr. 2 formuliertes 
Problem ankniipft, gerade auf die Bonnetschen Flachenpaare gefiihrt wird. 
Sucht man namlich diejenigen Paare isometrischer Flachen, auf deren 
korrespondierenden Normalen sich paarweise gleich lange Stiicke derart 
abtragen lassen, dap die Ortsflachen S* und 8° ihrer Endpunkte wieder 
ein isometrisches Paar bilden, so erkennt man aus (11), da8 dann w = konst. 
eine Lésung der Laplaceschen Gleichung (9) sein muB. Dazu ist aber 
wieder erforderlich, daB F —0 wird. Die verlangte Eigenschaft kommt 
also ausschlieBlich den Bonnetschen Paaren zu. 


Nach (11) berechnet man die laufenden Koordinaten fiir dieses neue 


isometrische Flachenpaar S., 8°: 
-6 2e-9 — 
a, —2—7*° x, a¢=—2f-;,—X. 


Betrachtet man noch den umgekehrten Ubergang von dem soeben 
gefundenen Flaichenpaar 7, s° zu dem Bonnetschen S, S, so erkennt 
man, daB gleichzeitig die Frage nach denjenigen Normalenkongruenzen 
beantwortet ist, die einer solchen endlichen Verbiegung im Beltramischen 
Sinne fahig sind, daB die auf den Strahlen fixierten Punkte einer be- 
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stimmten Orthogonalfliche in die Punkte einer auf diese abwickelbaren 
Orthogonalflache der neuen Kongruenz iibergefiihrt werden. 


7. Wenden wir allgemein unsere Transformation isometrischer Flachen- 
paare auf den Fall eines Bonnetschen Paares an, so lautet die Laplacesche 
Differentialgleichung (9): 


(27) é*w _ 10h tw 1 ek ow _ yy 
Cucv h cv Ou k Ow ov 





Es sei gesetzt: 


ow 4 cw 
(28) we, Wake. 
ow év 
so dab 
on 6e on 0e . 
(29) apne Wit ane uhm Gib Soon 
9 év ou? ou ov 


wird. Auf Grund dieser beiden Differentialgleichungen fiir 4 und , ist 
gleichzeitig die Integrabilitétsbedingung fiir (29) und die Laplacesche 
Gleichung (27) erfiillt. Nach (13) wird: 


{ai ce fou ce, 7 
i ans A Es ah ee we w@ice a Fe . 
Pp ’ (+ u+ hw), q=e (“+ —i+kw), 
ferner nach (12): 
&E={XV+ px? + wk, 
also nach (14): 
-@ri;y) y (3) ‘a 

(30) te ge eh 


O4 0é fea ce. , 
—~ + w+hw— ("4+ —i+ke 
cu ov \ev ou / 


Durch ebenso lautende Ausdriicke sind — und Z, gegeben. 

In Hinblick auf die nachfolgenden Entwicklungen stellen wir fest, 
daB infolge von (29) neben 

dw=hidu+kudv 

auch 
(31) dy = e* (Adu+ udv), do =e-® (Adu — udv) 
exakte Differentiale sind. Die hiernach durch Quadraturen bestimmbaren 
GréBen » und o geniigen, wie man leicht nachweist, den beiden Laplace- 
schen Gleichungen mit gleichen Invarianten: 


(32) 0 ¢ 00 dy 00 O— a*o 00 oa C6 do 


—-—— - > > = 0, +5-5-+—>=0. 


duce dv cu ou Ov dudvo Ov Ou ou ov 





Die GréBen » und g besitzen eine bemerkenswerte Eigenschaft, von 
der wir Gebrauch machen werden. Mit gréBerem Vorteil benutzen wir 
iibrigens die beiden Ausdriicke 


i 8 
A=—+—put+hw+ ee, 
(33) AS f 7 
B= +7,it+kwte P, 
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ve) 
vr 


mittels derer wir (30) folgendermaBen schreiben: 


‘ 2° 
(34) %,=38— 4 





(ax + px? + wX). 


—-B 
Durch Differentiation von (30) ergibt sich mit Hilfe der Differential- 
relationen (25) und (29): 


or 6A 66 oB_ 066 
(35) eo “7, 3: tet tek 
Es sei nun gesetzt: 
. , ” , e~® , 
(36) = zy (4 — B), oO i (A+B). 


Differentiiert man diese Ausdriicke mit Benutzung von (35), so zeigt sich, daB 
(37) dg’ =e®(i'du+u'dv), da’ = e-®(i'du — u'dv) 


wird, wobei 

j’—1(@4_ 0 \ a —s(ee ce ) 

wa. 7. oe B=—~2\d0 ~ oo 

ist. Diese GréBen geniigen aber den Differentialgleichungen 
.? , one “ 

‘ 04 oe} , Ou 00 4» 

(38 — = See Sl tapes 

38) év ou!» eu dv“? 

d. h. den Relationen (29), wie man unter abermaliger Heranziehung der 

Formeln (35) bestatigt. Demnach sind p’ und o’ zwei zusammengehérige 


Integrale der Laplaceschen Gleichungen (32). Nach (36) ist nun: 
A =e®o'+ e-%q’, B= e®o' — e-%g’, 
so daB wir die Relationen (33) schreiben kénnen: 
ok ce ye ’ 
| 5s ~~ set — Ae — ofp +e%e +e-%q’, 


é cé. , 
| —" — — “i — kw — e® p+ e%0’ — e-% 9’. 
ou cu ; 


(39) 


Es wird sich herausstellen, daB bei der gesuchten Transformation der 
Bonnetschen Flachenpaare sich die soeben eingefiihrten GréBen gy’ und o’ 
von ~ und o nur durch denselben konstanten Faktor unterscheiden. 

8. Nach diesen Vorbereitungen wollen wir die auf ein Bonnetsches 
Flachenpaar angewendete allgemeine Transformation so spezialisieren, dab 
auch das transformierte isometrische Flichenpaar wieder ein Bonnetsches 
Paar wird. Dazu mu8 auf den Flachen S§,,8, das Kurvennetz (u, v) 
jedenfalls ein Orthogonalsystem werden. Um zum Ziel zu gelangen, fiigen 
wir noch die Bedingung hinzu, daB beide Flachenpaare sich konform auf- 
einander abbilden sollen, d. h. daB 


D> dx? = 3) dz? = e-2% (du? + dv’) 


werden soll. 
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Wir differentiieren die Formel (34), die wir nach (36) in der Gestalt: 
(40) %,=-23— a (ax + ux® | wX ) 


schreiben kénnen, und bedienen uns dabei der Relationen (26), (28), (29), 
(37) und (39). Es ergibt sich auf diese Weise: 


a 6 
iy r s/ { af 4 , 3) rd » 
| “ — © ((4a' + pp’ — ’o’) X™ + (ui' + we’) X + (wi F ue’) X], 


ou YP 


(41) 
Oz, e® 2 a? , (1) , , , roe (2) , , eo 
dy rel(Aw’ = wy’) KX + (up + py’ — pio’) X + (wy tig’) X), 
und hieraus folgt, wenn Z, = G, = e-?%, F,=0 und zur Abkiirzung 
(42) y +p*?+w*=7 
gesetzt wird, nach einigen Umformungen: 
(a’T + Ag’ (op — o’)]* T p'*e-2%-20 — (7 — 4°)’ [TH (yp —o’)’), 
[wT + ue’ (p— o’))° = Tey’*e-2%-20 — (T — u*) py" (T+ (9 — o’)°), 
(43) [4 T+ ig¢’(o—o’)|[w’'T + ue’ (eo —o’)]) =Aue’?[T+(~— o’)*). 
Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten erhait man: 
(44) [(a’T + Ap’ (m —o’))* — [w’T + ug’ (p —0’)]" 
= (4°— w*)@’*(T + (p —0’)’)]. 
Vergleicht man in dem Gleichungspaar (43), (44) die linken und die 
rechten Seiten, so erkennt man sofort, daB es durch die Annahme 
(45 ) i’ = mi, nu’ =m 
erfiullt wird, wofern man den Proportionalitatsfaktor m auf Grund der 
Bedingung 
[mT + 9'(p — 0’ = 9 [7 + (yp —0')'), 
d. h. 
(46) m*T* + 2m’ (¢ —o’)—g”"=0 


bestimmt. Setzt man nun aber die Ausdriicke (45) in die Relationen (38): 


, 
oa oe , ou’ 00.» 
=—_ > au, = 4 
év eu! eu or 


ein, so ergibt sich mit Beriicksichtigung der ebenso lautenden Formeln (29) 
= C7) C) = , 
fir 4 und uw, daB a = 0, i =(, also m = konst. wird. Wegen (31) 


und (37) wird dann: 


, , 


yp =m®, o=mo, 
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wobei zu beachten ist, daB m und o zuniachst nur bis auf eine additive 
Konstante bestimmt waren, tiber die hiermit verfiigt ist. Die Relation 
(46) reduziert sich mit Benutzung von (42) auf die folgende: 


(47) 4° + w?+w*+ g*=2mgo. 
Stellen wir nun die Formeln (28), (29), (31) und (39) zusammen, 


so gewinnen wir zur Bestimmung der fiinf Funktionen 1, u, w, y,o das 
folgende System homogener und linearer totaler Differentialgleichungen: 





( . é oa Oa ow eo Ow 
Pei, Seon, ——e-94, — = —e-% nu, —=—hi, “=k, 
cu cw cu cv . ou ov 
2 ce ; é;h ce 
{438 ) ) = = Ay ~— hw _ e8m + m(e%o + e-%o), je Ga’ 
ou ce. Ou oe. 
— == —{, ——== — —-A— kw — e® m(e%> — e-%@). 
ou cr ow ou P+ ( 4 


Dieses System ist unbeschrankt integrabel und besitzt, wie man eben- 
falls durch Differentiieren bestatigt, allgemein das quadratische Integral: 


i? 4 ut wt + gy? —2mgo= konst. , 


so daB durch Festsetzung der Relation (47) nur den Anfangswerten der 
fiinf Funktionen fiir ein Wertepaar u,,v, der Parameter eine Bedingung 
auferlegt wird. 


Beriicksichtigen wir noch die Formel (40), so kénnen wir unser Er- 
gebnis aussprechen: 


Die zu einem (positiven) Werte m der charakterietischen Konstanten 
gehorige Fransformation, durch die man zu einem gegebenen Bonnetschen 
Flachenpaare ein neues erhdlt, verlangt die Integration des Systems (48), 
zu dem die quadratische Relation 


4° + w2+ wt + o?=2myo 
mit der Bedeutung einer Anfangsbedingung hinzutritt. Die Koordinaten 
der transformierten Flachen sind durch die Formeln 
a: ve , - = a (2) a 
(49) z,=2- mp (AX ¢ * px” 4+ wX), F,=f-— ao (AX +X" +w kX) 
gegeben. 
Das gefundene System von Differentialgleichungen fallt nun in der 
Tat mit demjenigen zusammen, von dem die Transformation D,*’) der 
isothermen Flachen im elliptischen Raume abhingt. Beachtet man die 
Homogenitat der Gleichungen (47), (48) sowie die Tatsache, da& in den 


Formeln (49) nur die Verhaltnisse , ... vorkommen, so erkennt man, 


7) Bianchi, Complementi etc., Annali di Mat. (3) 12 (1905), § 10. 
Mathematische Annalen. £6. 7 
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daB bei gegebenem m die Integration drei wesentliche Konstanten einfiihrt, 
also zu einem Bonnetschen Flachenpaare co* transformierte Paare liefert. 
Schreiben wir fiir S, (und entsprechend fiir 8,): 


Fg HX, Mg XM, 
cu ew 

so ist e~% — ee. Aus (41) erhalten wir die Formeln fiir die Richtungs- 

kosinus der Parameterlinien (u,v), aus denen man unschwer die Dar- 

stellung der Normalenkosinus gewinnt: 


1 


(1) . ~ 
x= Sass 


(gp? + 4° — uw? — w*) X+4 2(Ap + pw) X™ 
+ 2(Aw F pp) X], 
1 

xX,” = gage l2(— Am t pw) XY + (4° + w* — g* — p*)X™ 
[2(— Aw + pu) X” + 2(— pw t pd) X™ 

+ (4° + p* — »* — w*) X); 
dabei gelten wie stets die unteren Vorzeichen in den analogen Formeln fiir 
die tiberstrichenen GréBen. Unter Beriicksichtigung der Relation (47) er- 
kennen wir, daB die Funktionen 4, u,w, +@ die Rolle der Eulerschen 
Parameter**) bei der Drehung des rechtwinkligen Dreikants spielen. 


— ‘ie di 
1" 2mee 


Wir erwahnen noch, da8 durch = konst. die Kurven konstanten 


Abstandes korrespondierender Punkte der Flachen S und 8, bzw. 8 und 8, 
dargestellt werden. In der Tat folgt aus (49) im Verein mit (47): 


- ad 2 1 
» (%— 2)" = D'(%, — 2)" = 5 — i 
Auch fiir den vorliegenden Spezialfall der Bonnetschen Flaichenpaare 
gilt die Bemerkung am Schlu8 der Einleitung, da8 man zu dem die Trans- 


formation beherrschenden Vertauschbarkeitssatz am zweckmaBigsten auf 
dem Umwege iiber die Moutardsche Transformation gelangt. 


Berlin, im Mai 1921. 


48) 8. z. B. Darboux, Lecgons sur la théorie gén. des surf. 4, 8. 435. 


( Eingegangen am 20. 6. 1921.) 





Ein Satz tiber Gitter und Volumen. 


Von 


Willy Scherrer in Winterthur. 


Einleitung. 


Diese Arbeit hat den Zweck, eine Beziehung zu entwickeln, die be- 
steht zwischen einem Gitter und dem Jordanschen Volumen eines beliebigen, 
in diesem Gitter ausgebreiteten Gebietes. Dabei wird sich ein neuer Satz 
ergeben, der in gewissem Sinne die allgemeinste Aussage darstellt, die sich 
iiber den Zusammenhang von Gitter und Volumen machen laBt. Seine 
Spezialisierung auf konvexe Kérper mit Mittelpunkt ergibt ohne weiteres 
den Fundamentalsatz von Minkowski. Er ist aber wesentlich allgemeiner 
als der letztere Satz, und der Natur der Sache nach laBt er sich nicht 
umgekehrt aus diesem ableiten. 

Um den Grundgedanken des Beweises zu erlautern, méchte ich folgen- 
des bemerken. Rein mathematisch betrachtet erscheint es beim iiblichen 
Beweise des Satzes von Minkowski immer noch einigermaBen paradox, 
wieso die ganz allgemeine Zahl des Volumens Aussagen iiber Ganzzahlig- 
keit erlauben soll und diese wiederum nur fiir Kérper von bestimmter 
Form und Lagerung. Dies fiihrte mich auf die Vermutung, der Grund 
fiir letztere Tatsache liege in dem Umstande, daB in dem Begriff des 
Volumens derjenige des Gitters schon enthalten ist. Die nahere Unter- 
suchung hat dies bestatigt und ergeben, daB der Minkowskische Satz auf 
der Verschmelzung einer ganz allgemeinen Besziehung zwischen Gitter und 


Volumen mit speziellen Voraussetzungen iiber Form und Lagerung des 
betrachteten Gebietes beruht. 


§ 1. 
Ausmessung des Volumens durch Gitter. 


Wir gehen aus von einer n-dimensionalen affinen Mannigfaltigkeit. 
Als Koordinatensystem benutzen wir n linear unabhiangige Vektoren 
(1) Cyr Cyr oer Ons 
7 
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die in einem Punkt O als Nullpunkt aufzutragen sind. Diese Grundvektoren 
definieren zugleich die affinen EinheitsmaBstabe in den durch sie festgelegten 
Richtungen. Gitterpunkt heiBe jeder Punkt, der durch einen Vektor von 
der Form 


(2) g Ae, + A5e, T Age; + coe T de, 
aufgetragen wird, falls die Buchstaben 4 irgendwelche ganze rationale Zahlen 
bedeuten. 

Jedem Gitterpunkte g ordnen wir genau ein Gitterparallelepiped zu, 


namlich die Gesamtheit der Punkte 


| G+ M,C, T Mele tT --- + Me, 
\ Osea,<ch; O4e0.<i; ...; 660 <1. 

Die Festsetzung des Variabilitaétsbereichs der GréBen y« im Sinne der 
Ungleichungen (3) hat den Vorteil, da8 der Raum durch diese Parallel- 
epipede genau einfach iiberdeckt wird und also speziell zu jedem solchen 
Parallelepiped nur ein Gitterpunkt gehért. 


(3) 


Zum Zwecke der Volumenapproximation fiihren wir regelmaBige Unter- 
teilungen des gegebenen Gitters ein, d.h. wir benutzen vom selben Null- 
punkt ausgehend die Vektoren 


& & tn 


(4) NeW? CON 


als Grundvektoren, wo N eine natiirliche Zahl bedeutet. Indem wir dann 
ganz analoge Festsetzungen treffen wie oben, sprechen wir von einem 
Unterteilungsgitter (4). 

Nun betrachten wir ein beliebig gestaltetes Gebiet G, das in unserem 
Gitter ausgebreitet ist und ganz im Innern eines Parallelepipedes von ge- 
eigneter GréBe enthalten sein mége. 

In bezug auf dieses Gebiet zerfallen die Parallelepipede des urspriing- 
lichen Gitters in drei Klassen. Erstens gibt es solche, die keinen Punkt 
von @ enthalten. Sie fallen auBer Betracht. Zweitens gibt es Parallel- 
epipede, die Punkte mit @ gemeinsam haben. Ihre Anzahl sei Z,. Der 
aus diesen Parallelepipeden aufgebaute Bereich enthalt das Gebiet G ganz. 
Drittens sind noch diejenigen Parallelepipede in Betracht zu ziehen, deren 
simtliche Punkte zu @ gehéren. Ihre Anzahl werde mit Z; bezeichnet. 
Der aus ihnen aufgebaute Bereich ist ganz in G, also auch in dem aus 
den Parallelepipeden der zweiten Art gebildeten Bereiche enthalten. Es 
gilt also immer Z,>Z,;. Z; liefert eine erste rohe Approximation des 
Volumens von innen, Z, eine solche von auBen her. Um nun die An- 
naherung an das Volumen zu verscharfen, teilen wir das Gitter durch N, 
d. h. wir fiihren ein Unterteilungsgitter (4) ein. In analoger Weise zer- 
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fallen auch die Parallelepipede dieses Gitters in drei Klassen und fiir die 
Approximation von innen und auBen her sollen dementsprechend die Zahlen 
Z;" und Z eingefiihrt werden. Durch diese Unterteilung zerfillt gleich- 
zeitig das zum Ursprung gehérige Parallelepiped des Einheitsgitters in N ‘ 
Parallelepipede des Unterteilungsgitters. FFiir dieses Gebiet gilt genau 
s” Zs —N". Um nun das natiirliche MaB des Volumens zu gewinnen, 
sind einfach die auf das gegebene Gebiet bezogenen Zahlen Z{"’ und Z{”’ 
zu vergleichen mit N°’. Wir messen demgema8 im Falle der N -Teilung 
des Gitters die Approximation des Volumens von innen her durch ZN 
und diejenige von auBen her durch ZN". Wiederum gilt natiirlich 
ZS > Z und demzufolge besteht die Ungleichung 
am Zi 
{o) —s oman « 
N*® — N* 
Gema8 der obigen Festsetzung iiber die Eingeschranktheit des gegebenen 
Gebietes sind die bei beliebig feiner Einteilung des Gitters, d. h. die zu 
beliebig groBem N sich ergebenden Werte Z{"’/N" nach oben und die 
Werte Z{”)N” auf jeden Fall nach unten eingeschrankt. Im Sinne von 
Jordan sprechen wir nun dem Gebiete ein Volumen schlechthin zu, wenn 
die beiden sich ergebenden Schranken zusammenfallen. Das Volumen ist 
dann definiert durch diese gemeinsame Schranke .J und berechnet sich gemaB 
Zz) Zz) 

(6) 4 = lim — lim — 

N=e i Nex Nn® 
Fiir unsere Zwecke empfiehlt es sich nun, diese Schranke durch einen 
andern Limes darzustellen. An Stelle der Zahlen Z’ und Z{"? fithren 
wir die Zahl derjenigen Parallelepipede des Unterteilungagitters (4) ein, 
deren zugehoriger Gitterpunkt in dem betrachteten Gebiete liegt, wnd nennen 
sie Z™. Diese Zusammengehérigkeit von Gitterpunkten und Parallel- 
epipeden ist dabei fiir das Gitter (4) genau im selben Sinne aufzufassen, 
wie sie fiir das urspriingliche Gitter durch Festsetzung (3) definiert wurde. 
Eine einfache Uberlegung ergibt, daB fiir diese Zahf Z“’ immer folgende 
Ungleichung bestehen muB: 


(7) BZ > TO” > ZY”. 
Wenn also ein Jordansches Volumen 4 existiert, so kann dieses auch 
approximiert werden gema8 der Gleichung 


(8) A = lim 


Z™ bedeutet dabei gerade die Zahl der zum betrachteten Gebiete ge- 
hérenden Punkte des Gitters (4) und N”" kann ebenso aufgefaBt werden 
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als die Zahl derjenigen Punkte dieses Gitters, die in dem zum Vergleich 


herangezogenen Einheitsparallelepiped des urspriinglichen Gitters liegen. 
In dieser Form soll der Volumenbegriff zur Verwendung kommen. 


§ 2. 
Satz iiber zerstreut liegende Gitterpunkte. 


Es sei wiederum ein beliebiges Gitter gegeben, etwa das im vorigen 
Paragraphen definierte Einheitagitter. Von diesem Gitter fassen wir nun 
eine bestimmte Anzahl Z von Gitterpunkten ins Auge, die im iibrigen 
beliebig verteilt sein diirfen. Z sei gréBer als die n-te Potenz einer 
natiirlichen Zahl M 


(9) Z>M. 


Diese Gitterpunkte werden also von O aus erreicht, indem man ver- 
schiedene Gittervektoren 
A,e, + dys y eee + Ae, 

auftrigt, wo die 4,,4,,..., 4, jeweils ganze Zahlen bedeuten miissen. 

Von diesen Z Gitterpunkten gilt folgender Satz: Es ist méglich aus 
ihrer Gesamtheit zwei voneinander verschiedene Gitterpunkte zu bestimmen, 
welche miteinander durch einen Vektor verbunden sind, der eine lineare 
ganzzahlige Kombination der Vektoren M-e,, M-e,,...,M-e, ist. Man 
kann diesen Vektor als einen Vektor des M-fachen Gitters bezeichnen. 


Beweis. Alle Vektoren, die zu Punkten der betrachteten Gesamtheit 


hinfiihren, kann man in ihrer Eigenschaft als Gittervektoren darstellen in 
der Form 


4,e, + 4,0, + et 4,e, 
(vy, M +1,)-e, + (7M + 1r,)-e,+.--+(»,M +4, )e,, 

wobei die »,,¥,,..-,¥, ganze Zahlen und die r,,r,,...,7, die positiven 
Reste der 4(mod M) bedeuten. Diese Restdarstellung ist eindeutig. Da 
die r,,7,,...,7, immer eine Kombination der GréBen 0,1,2,...,M—1 
bilden miissen, so sieht man, daB es unter diesen Z Vektoren héchstens 
M” geben kann, die hinsichtlich der Reste r,,1,, ..., 7, verschieden sind. 
Da aber nach (9) Z> M” ist, so muB es mindestens zwei verschiedene 
soleche Vektoren geben, welche die gleichen Reste r,,r,,..., 7, besitzen. 
Der Differenzvektor aus ihnen hat dann die Reste 0 und bildet somit 
einen Vektor der behaupteten Art, w. z. b. w. 

Wenn man Z beliebig vorgibt, so kann man an die Stelle von M 


immer die Zahl (vZ] —1 treten lassen. -Hiermit gewinnen wir folgen- 
den Satz: 
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Unter Z beliebig zerstreut liegenden Gitterpunkten finden sich immer 
zwei voneinander verschiedene, deren relative Koordinaten in bezug auf 
die Grundvektoren des Gitters ganzzahlige Vielfache der Grofe (VZ) —1 sind. 

In dieser Form soll der Satz auf die Approximation des Volumens 
gemaB (9) angewendet werden. 


§ 3. 
Satz iiber Gitter und Volumen. 


Indem man nun den zuletzt gewonnenen Satz auf diejenigen Gitter- 
punkte des durch N geteilten Gitters anwendet, welche innerhalb des in 
§ 1 vermessenen Gebietes liegen, so ergibt sich folgende Tatsache: Unter 
diesen Gitterpunkten, deren Anzahl wir in § 1 mit Z™ bezeichnet haben, 
gibt es wiederum mindestens zwei Gitterpunkte, welche in bezug auf die 


durch die Grundvektoren ¥ N s aeind W festgelegten Einheitsrichtungen 


relative Koordinaten besitzen, die ganzzahlige Vielfache der GréBe (vz 1 
sind. Indem wir uns nun wieder auf das urspriingliche Einheitagitter 
€,,@,---,@, beziehen, erhalten wir infolge der Ver-N-fachung der MaB- 
stibe den Satz: 

Unter den Z“’ zum betrachteten Gebiete gehdrigen Gitterpunkten des 
durch N geteilten Gitters gibt es mindestens zwei voneinander verschiedene, 
deren relative Koordinaten in bezug auf die Grundvektoren ¢,, ¢ 
des urspriinglichen Gitters ganzzahlige Vielfache der GréBe 


(Vz) _1 
N 


— 


(10) 
sind. 
Wir lassen nun das N eine wachsende Folge von natiirlichen Zahlen 
durchlaufen und verfeinern so die Einteilung des Gitters sukzessive. Wir 
erhalten dann gemai6B dem letzten Satze eine Folge von Punktepaaren, 
deren relative Koordinaten jeweils ganzzahlige Vielfache von (10) sind. 
Letztere GréBe nahert sich mit wachsendem N folgendem Werte: 
lim (Vz) —1 ; 
N= N 
Auf Grund der Beziehung (8) und unter Beachtung elementarer Eigen- 
schaften des GauBschen Zeichens berechnet sich dieser Limes folgendermaBen : 


lim 


N= 








Vz™) Vz™ oi) =" a 
No=a« Zz) N-« 
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Dieser Wert ist also von Null verschieden. Die betrachtete Folge von 
Punktepaaren nahert sich somit einem Paar von Haufungspunkten, deren 
relative Koordinaten ganzzahlige Vielfache dieser GréBe sind. Als Haupt- 
resultat haben wir hiermit folgenden Satz gewonnen: 

In einem Gebiete, dem ein Jordansches Volumen A zukommt, gibt 
es mindestens zwei Punkte, deren relative Koordinaten in bezug auf die 
sugrunde gelegten Einheitsvektoren ganzzahlige Vielfache der VA sind. 

Aus der Ableitung ersieht man, daB dieser Satz fiir jedes beliebig 
gestaltete Gebiet gilt, wenn es nur ein Jordansches Volumen besitzt. Es 
darf auch aus getrennt liegenden Teilen bestehen, nur mu dann selbst- 
verstindlich darauf geachtet werden, daB sich diese verschiedenen Teile 
nirgends iiberdecken. 


$ 4. 
Beweis des Minkowskischen Fundamentalsatzes. 


Diesen Satz kann man folgendermaBen aussprechen: Ein nirgends 
konkaver Kérper von Volumen 2", fiir den der Nullpunkt des Gitters 
Mittelpunkt ist, enthalt auBer diesem Gitterpunkt mindestens noch zwei 
weitere Gitterpunkte. 

Zur analytischen Darstellung des Beweises setzen wir folgendes fest: 
Die Punkte dieses Kérpers sollen durch Vektoren r aufgetragen sein, die 
folgende Ungleichung erfiillen 


(11) Fir) <C, 
wo C eine positive Konstante bedeutet. 

Die Vektorfunktion F(r) soll eine positive Eichfunktion sein, d. h. 
der Funktionalgleichung 
(12) F(t-r)=t-F(r); #20 
geniigen, wobei ¢ einen positiven Parameter bedeutet. DaB der Nullpunkt 
der Mittelpunkt des durch (11) definierten Bereiches ist, driickt sich aus 
durch die Gleichung 
(13) F(—r)=F(r). 


DaB dieser Bereich nirgends konkav ist, kann dann in iiblicher Weise 
durch die Funktionalungleichung 


(14) F(r+y9)< F(r)+F(y) 
zur Geltung gebracht werden. 


Auf Grund unseres Satzes 1a8t sich nun-der Beweis fiir den Minkowski- 
schen Satz folgendermaBen erbringen: Da der Kérper das Volumen 2" hat, 
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so gibt es immer zwei Punkte, deren relative Koordinaten in bezug auf 
€,,€.,---,@, ganzzahlige Vielfache von V2" —2 sind. Wenn nun diese 
beiden Punkte etwa durch die Vektoren x und y dargestellt sind, so heiBt 
das, daB der Vektor y — x folgende Form haben muB: 


(15) y —r=—A,-2e, +4,-2e,+...+4,-2¢,. 

Hier ist (4,, 4,,...,4,) eine gewisse Kombination ganzer Zahlen, die nicht 
alle gleich Null sein kénnen. Also ergibt sich fiir den halben Vektor 
(9 — x) die Form 


> y-t aes 
(16) ge Ae tA +... + AQe,- 


Dieser Vektor ist also gerade ein Gittervektor. Nun berechnet man auf 
Grund der in den Formeln (12), (13) und (14) zum Ausdruck kommen- 
den Voraussetzungen 


F (*=2) F{F(9 +(—2)}}- > F{y+(—x)} 


< FIP (y) + F(—2)} = Gf F (0) + Fis} 


also 

F (25) <3 {F(p) + F(x)} 
Auf die rechte Seite kann man aber zweimal die Ungleichung (11) an- 
wenden und erhalt schlieBlich 


(17) F (25!) <o, 


denn die Vektoren ¢ und y fiihren nach dem obigen zu Punkten des be- 
trachteten Kérpers hin, miissen also (11) geniigen. Wenn man nun die 
Ungleichung (17) ihrerseits im Sinne von (11) interpretiert, so sagt sie 
aus, daB der durch den Gittervektor }(y — yx) aufgetragene Punkt dem 
betrachteten Kérper angehért. Dieser Punkt ist aber ein Gitterpunkt. 
Durch Auftragung des Vektors }(r—y)=—-—}(y—rx) gelangt man zu 
dem entgegengesetzten Gitterpunkt. Hiermit ist gezeigt, daB auBer 0 noch 
zwei Gitterpunkte zum betrachteten Kérper gehéren, w. z. b. w. 

Indem wir zuriickblicken, sehen wir, daB die Forderungen der kon- 
kaven Form, des Mittelpunkts und der VolumengréBe gerade dazu da sind, 
um einen Gittervektor zu erhalten, den man mit seinem Anfangspunkt in 
den Nullpunkt verschieben kann, ohne daB dabei sein Endpunkt aus dem 
Gebiete austritt. 











Zusatz. 


Nachtraglich bin ich darauf aufmerksam gemacht worden, da8 von 
dem amerikanischen Mathematiker Blichfeldt ein Satz aufgestellt worden 
ist, der den hier auseinandergesetzten in sich enthalt. Eine ausfiihrliche 
Darstellung und Begriindung dieses Satzes gibt Blichfeldt in den ,,Trans- 
actions of the American Mathematical Society 1914“ unter dem Titel 
»A new principle in geometry of numbers“, und einen zusammenfassenden 
Bericht in dem ,,Bulletin of the American Mathematical Society 1918“. 

Der Satz von Blichfeldt kann folgendermaBen ausgesprochen werden: 
Ein schlichtes Gebiet von Volumen 4 kann durch eine Translation immer 
in eine solche Lage gebracht werden, daB die Zahl der zu ihm gehérigen 
Gitterpunkte gréBer als 4 ist. Unser Satz folgt aus diesem, indem man 
{=—1 annimmt. Um ihn genau in der obigen Form zu erhalten, braucht 
man nur das Gitter von der Breite VA zum Einheitsgitter zu machen. 


Auf Grund der hier verwendeten Begriffe ergibt sich auch fiir den 
allgemeineren Satz von Blichfeldt ein sehr durchsichtiger Beweis, der von 
dem Blichfeldtschen gianzlich verschieden ist und deshalb hier angegeben 
werden mag. 

Wir betrachten das durch N geteilte Einheitsgitter und in diesem 
eine Menge von beliebig zerstreut liegenden Gitterpunkten von der Anzahl 


Z>A-N", 
wobei / eine natiirliche Zahl bedeuten soll. Jeder dieser Punkte wird 
von O aus aufgetragen durch einen Vektor von der Form 
rt: et eee + ba > 

wo die 4,, 4,,---, @, ingendwelche ganze Zahlen bedeuten. Wir suchen 
nun alle diejenigen Punkte, deren relative Lagen zueinander genau durch 
Gittervektoren charakterisiert werden. Es sind das solche Gesamtheiten, 
fiir welche die Werte u die gleichen Reste (mod N) besitzen: 

r=(»,N+ r)et(%N+4,)-$ iracetd (»,N +1,)-4 
=O + %tater tet eet petit ae ee 


Da es aber im ganzen héchstens N” verschiedene Restsysteme (r,, 7, - - -, 7,,) 
geben kann, so mu8 es unter den Z Restsystemen mindestens eines geben, 
das mehr als 4-mal vorkommt. Die zugehérigen Punkte haben dann offen- 
bar folgende Eigenschaft: Wenn man eine Translation ausfiihrt, die einen 
dieser Punkte in einen Gitterpunkt iiberfiihrt, so fallen auch die iibrigen 
zugehérigen Punkte auf Gitterpunkte. Von dieser Tatsache aus gelangt 
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man nun zum obigen Satze, indem man im friiher erwahnten Sinne das 


Volumen 4 durch lim 2 = A approximiert, wo also Z wiederum jeweils 
N=o@ 


die Zahl der zum Gebiet gehérigen Gitterpunkte des durch N geteilten 
Gitters bedeutet. Man kann der Einfachheit halber 4 >([4] annehmen, 
indem man nétigenfalls das Gebiet beliebig wenig vergréZert. Dann gibt 
es also immer eine untere Grenze fiir N, von der an das durch NW ge- 
teilte Gitter so fein ist, daB bestindig 


Z>(4)-N* 


gilt. Daher gibt es dann immer mindestens [4]+ 1 Punkte, die relativ 
zueinander wie Gitterpunkte liegen. Diese Punkte gehéren aber zum be- 
trachteten Gebiete und der behauptete Satz ist somit bewiesen. 

Es ist von Interesse, neben diesen Beweis einen duBerst eleganten, 
von Birkhoff herriihrenden zu stellen, den Blichfeldt in seiner Arbeit von 
1914 anfiihrt. Ich gebe deshalb diesen Beweis hier wieder. 

Man betrachte die Gesamtheit derjenigen Parallelepipede des £inheits- 
gitters, welche iiberhaupt Punkte mit dem Gebiet 4 gemein haben. Alle 
diese Parallelepipede sollen nun durch Translationen mitsamt den Punkten 
aus 4, die sie enthalten, auf ein und dasselbe Parallelepiped gebracht 
werden, so daB hier eine Bedeckung von der Vielfachheit ihrer Anzahl 
stattfindet. Wenn nun nicht gerade 4 eine ganze Zahl ist und iiberdies 
die Stiicke aus 4 in den einzelnen Parallelepipeden zusammen nicht genau 
eine 4-fache Uberdeckung ausmachen, so mu8 eine Stelle vorhanden sein, 
die von diesen Stiicken mindestens [4-++1]-mal getroffen wird. Diese 
Tatsache ist aus der geometrischen Anschauung heraus sozusagen evident, 
indem die eben erwahnten Teile von 4 zusammen das Volumen 4 ergeben 
miissen. Wenn man nun die Translationen wieder riickgingig macht, so 
liefert diese Stelle eine Gruppe von Punkten, die relativ zueinander in 
einem Gitter liegen und deren Anzahl > 4 ist. Wie man leicht sieht, 
ergibt sich auch in dem beschriebenen Ausnahmefall durch Hinzunahme 
von geeigneten Randpunkten eine solche Anzahl > 4. Damit ist der 
Satz von neuem bewiesen und der Vergleich mit dem obigen Beweis zeigt 


deutlich, daB in der benutzten geometrischen Tatsache wiederum das 
Dirichletsche Prinzip wirksam ist. 


(Eingegangen am 20. 8. 1921.) 








Zyklische Gleichungen 6. Grades und Minimalbasis’). 
Von 
S. Breuer in Karlsruhe i. B. 


Im folgenden werden, als Vorbereitung zur Darstellung auflésbarer 
Gleichungen 7. Grades, die Wurzelformen der in einem beliebigen Bereich 
R zyklischen Gleichungen 6. Grades hergeleitet und durch voneinander un- 
abhingige Parameter ausgedriickt, womit implizite auch eine Parameter- 
darstellung der Koeffizienten dieser Gleichungen gegeben ist*). Diese 
Parameter werden sodann umgekehrt als rationale zyklische Funktionen 
der sechs Wurzeln dargestellt. Werden die Wurzeln schlieBlich dieses ihres 
Charakters entkleidet und als Unbestimmte aufgefaBt, so ist damit eine 
Minimalbasis des zur zyklischen Gruppe 6. Grades gehérigen Invarianten- 
kérpers bestimmt’). 


Der Index wu soll hier stets die Werte 0. 1, 2 und » die Werte 0), 1 
durchlaufen. Es bedeute ferner « = — }— } joy t, =a", 

Man erhalt nun saémtliche in einem Bereiche R zyklischen kubischen 
Gleichungen, wenn man in den beiden Formeln 





(1) y*—3ry? —3(p*+3q¢* —r*)y —[r*+(2p— 3r)(p*+3@?)] =0 
und 
(2) y*® —38ry*+ 3r*y —[r*>+8|=—0 


*) Nachstehende Ausfiihrungen bieten im Auszug einen Teil der vom Verf. im 
Februar 1921 bei der Allgemeinen Abteilung der Technischen Hochschule in Karlsruhe 
eingereichten Habilitationsschrift ,Beitrige zum Abelschen Gleichungsproblem*. Ein 
weiterer Teil erscheint im ,Jahresbericht der Deutechen Mathematiker-Vereinigung“. 

*) Die Abhandlung des Herrn Wiiséila ,Ober die algebraisch auflésbaren 
Gleichungen 6. Grades, Helsingfors 1920“ gibt allgemein die in einem kubischen bzw. 
quadratischen Kérper zerfallenden Gleichungen mit ihren Wurzeln; die Wurzelform 
genau der zyklischen Gleichungen wird im folgenden unabhingig hiervon abgeleitet. 

*) Vgl. die Ausfiihrungen von Fri. E. Noether.in ,,Gleichungen mit vorgeschriebener 
Gruppe“, Math. Annalen 78, die den AnstoB zu dieser Deutung gaben. 
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die Parameter p,qg,7,8 unabhaingig voneinander alle Werte von § an- 
nehmen la8t. Soweit die so erhaltenen Gleichungen nicht reduzibel sind, 
sind sie auch simtlich zyklisch in R, Gleichung (2) jedoch nur, wenn R 
die V— 3 enthalt; im entgegengesetzten Fall geniigt (1). Die Wurzeln 
von (1) und (2) findet man in den genau dreiwertigen Ausdriicken: 


(1a) Yn =1+e,-A+a,-B, 
wobei 
A-Vertieptev—5), Ba Et, 
und 
(2a) Yn = rte, -Ve 7. 


Driickt man die Parameter p,q und r bzw. r und ¢ durch die Wur- 
zeln y,, aus, so findet man 


IT(y,,—*) 1 TY, — Yes? 


lb) r= ly Pelt, ade a 
3 ey Yes = 22 (y,—7) (Yur r)? i 6 2(y,— 9) (Yeas —”) 


bzw. 


: l 4. l e 8 
(2b) r= 5 Dye, #= x (Yote'y, tay)” oder s— — 


TT (yu — yuss) 


3-38 
Der Index von y ist ndtigenfalls (mod3) zu reduzieren. 


Betrachtet man nun die y, als Unbestimmte, so stellen die rechten 
Seiten von (1b) eine Minimalbasis des Invariantenkérpers der zyklischen 
Gruppe 3. Grades dar. Fiir einen Bereich iiber Y— 3 und den Fall, da8 
zwischen den Unbestimmten die Bedingung 2(y, — r)(y,., — 1) = 0 be- 
steht, leistet (2b) das Entsprechende’). 

Es seien nun 2,43,°) die Wurzeln einer irreduziblen zyklischen 
Gleichung 6. Grades, deren Gruppe also durch 


(3) g*"*5" —(0123845)*"*** 


dargestellt ist, es sei ferner 





*) Vgl. F. Hack, Beitrage zur Anwendung der Gruppentheorie usw., Diss., 
Tiibingen 1895. 

5) Vgl. F. Seidelmann, Die Gesamtheit der kubischen und biquadratischen 
Gleichungen usw., Diss., Erlangen 1916. 

*) Der Index von 2 und 4 ist nétigenfalls (mod 6) zu reduzieren, der von z, v, w 
desgl. (mod 8). 
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“a 
i (— 1)’. te tet oo ,,, tr =, IT «,.= —i, 
me 
1 - 
also actin inn deel Fe endlich w, = (—1)"-Va-t,,» 
ee (»=0 oder v=1), also Tw, —a. 
441,90 %u+2,> 


Die GréBen z,,v,, w, geniigen zyklischen kubischen Gleichungen, die 
insbesondere auch — jedoch mit Riicksicht auf die Irreduzibilitat der 
z-Gleichung nicht gleichzeitig fiir z, und v, — drei gleiche rationale 
Wurzeln haben kénnen. Wahrend aber die Gleichung, der die v, geniigen, 
auch zyklisch vom 6. Grade in + Vv, d.h in den w,, sein muB, ihre 
Form daher nicht ohne weiteres angegeben werden kann, darf die Gleichung, 
der die w, geniigen, allgemein in den Formen (1) und (2) angenommen 
werden. Denn sind y, wieder die Wurzeln einer beliebigen zyklischen 
kubischen Gleichung, deren absolutes Glied mit — a bezeichnet sei, so 
geniigen die in der Reihenfolge 

Yo —— ‘ea — .) a _ 
(5) Moo a’ ae ee ae a a ee Lt — - 
geordneten GréBen einer zyklischen Gleichung 6. Grades [ihre Quadrate »,, 
also einer zyklischen kubischen Gleichung der gesuchten Art}. Denn eine 
zyklische Funktion f der GréBen (5) ist eine rationale Funktion von Va 
und einer der GréBen y,, 2. B. y,. Sie duldet aber die Vertauschungen 
S* und S* (3), andert sich also nicht, wenn Va durch — Va und wenn y, 
durch y, ersetzt wird, ist also rational, w. z. b. w. 

Zu den beiden Formen, die sich aus (5) mit (la) und (28) fiir u,, 
ergeben, tritt noch 


(6) tt,» =(—1)"-VE 


hinzu, wenn die Gleichung, der die v, geniigen, reduzibel und also von 
der Form (v — k)*=0 ist. In diesem Falle hat z, eine der Formen (14), 
(2a) mit von & unabhangigen Parametern p,g,r,¢8. In den beiden ersten 
Fallen jedoch lassen sich die z,, rational durch die v, ausdriicken, d:h. es wird 


(7) t=f+9-%+h-v,, wobei v4, =H =—, 

womit also die z,,,,3, bereits bekannt sind. Mit Riicksicht auf das Folgende 
formen wir jedoch (7) noch etwas um. Setzt man nimlich in (7) fir v, 
die aus (1a) und (2a) sich ergebenden Ausdriicke ein, so findet man, wie 
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immer man /,g,h unter Beriicksichtigung der Bedingung (4) >z, = 0 als 
rationale Werte wahlt, 


(8) 2, =(¢+dV— 8)a,-A +(c —dV— 3) a?-B 
bzw. 
(9) 2, = ¢,-«,Ve +d, a Ve, 


wobei die c,d,c,,d, sich in leicht zu bestimmender Weise rational aus 
den GréBen g,h und den Koeffizienten der Gleichung (1) bzw. (2) zusam- 
mensetzen. Auch lassen sich g und h — und damit ist f bereits bestimmt — 
stets rational so wahlen, daB c und d bzw. c, und d, beliebige rationale 
Werte annehmen, ausgenommen den Fall, da8 w, den rationalen Wert 3r 
hat, welcher Fall oben bereite erledigt ist und somit hier ausgeschlossen 
werden darf. Da nun 
Zen+se = € + Zu + Uns 


so erhalten wir fiir die Wurzeln zyklischer Gleichungen 6. Grades die 
folgenden vier Formen, in denen wir die Kennzeichnung der Radikale weg- 
lassen, da sie ohnehin bei beliebiger Wahl der Radikale genau 6-wertig sind: 


= dV—3)-A+(e—dV—3)-B (3472 
(10) 2=e+(c+dV—3).4+(e v—8) + pap in aaah) 








wobei 
5 


A =V(p* +39*)(p+qV—8), puettr, 








(11) 2= e+e,Ve+d,Ve + te, 
(12) z=e+A+B-+YVk, 
wobei 
A=Vin*+8x*)(a+xV—8), B= tS*, 
(18) 2=e+Vo+Vk. 


Die Gleichungen, denen (11) und (13) geniigen, sind nur in einem 
Bereich iiber Y—3 zyklisch. Zwischen den Wurzeln (12) bestehen die 
beiden Bedingungen 








(14) (2 — 2)" = (a, — 2)" =(2,—2,)"= 4k, 
wo & rational ist, zwischen den Wurzeln (13) iiberdies noch die Bedingung 
(15) D>) 2 %n41 = 0, 


zwischen den Wurzeln (11) besteht die zu (15) analoge Bedingung 
(16) D> (Wp. — 1) (e412 — 17) = 0. 
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Driickt man jetzt die in (10) bis (13) auftretenden Parameter durch 
die Wurzeln x aus, die aber von nun ab nur als Unbestimmte betrachtet 
werden, so erhalt man eine Minimalbasis des zur Gruppe (3) gehérigen 
Invariantenkérpers. Die Bedeutung von e, p,g,r in (10) ergibt sich aus 
(4) und (1b), wenn man in (1b) mit Riicksicht auf (4) setzt 

4 
29 n45) (Se n40— Bap4a) 


(17) Y, = W, = 





Gare : 
die von c und d wird etwa folgendermaBen aus (10) gewonnen. Es 
ergibt sich 

3A = w, + «*w, + cw,, 3B=w,+«w, + «*w,, 


3A(e+dV—3)=—2z,+0%2,+a2,, 3B(c—dV—3)=—2,+2,+«*2, 
woraus c+dV—3 und damit c und d selber leicht bestimmt werden 


kénnen. Die gesuchte Minimalbasis hat daher die folgenden .,Basis- 
funktionen“: 











3 IT ( w,—?) 
P~ FERN PS ’ ) 
1 IT(w,,—w,,, 4) (Lata — Fen 45) Fen tem Zen4a)]’ 
—< 6 S(w,—r)(w,.,—1)’ 
1 wy 
rE en Ms 
18) ; 
ie ae 
6 (p*+ 3q*)’ ‘s 
( 19 _ Fay 2a+3 
Ao aul =, £441) | 2 = a ies 
18(p*+3q*) ’ 


08 Stent merd=t Sa. 
4=0 


Aus den Formeln (11), (12), (13) kann man die Erganzungsdarstel- 
lungen zu den ,,Minimalbasen“ gewinnen, die notwendig werden, wenn ein 
Bereich iiber Y—3 zugrunde gelegt ist, bzw. wenn zwischen den Unbe- 
stimmten die Bedingungen (14), (15), (16) bestehen. Die ,,Basisfunktionen“ 
c, und d, ergeben sich ganz ahnlich wie c und d in der Gestalt: 








Za, z Zzu.2 
Cc ates » “ d “a “ a“ 
i Jey, w,,” 1 Za, w,,” 
weiter ist 
—!] 1 2 
&= 3\c8 TT (w, —We+s)s B= FG 2, (Sen — Zant) » 
a= ue Ht, x 1 A, Fu+1) 
222.2 P 6 Z2.8 ’ 
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Die Minimalbasis (18) selbst kann noch vereinfacht werden, z. B. 
indem man die Basisfunktionen ¢ und d durch die Funktionen f = Sw, z,, 
g = 2W,2.4, ersetzt, die mit e, p, g, r gleichfalls eine Minimalbasis bilden. 
Man biiBt ferner nichts an Allgemeinheit ein, wenn man den Unbestimmten 


die Bedingung > x =0 auferlegt und nur homogene Funktionen 0-ten 


4=0 
Grades dieser Unbestimmten betrachtet. Dies bewirkt, daB der Funktionen- 
kérper nur von vier unabhingigen Veranderlichen abhangt und da seine 
Minimalbasis auch nur vier Basisfunktionen besitzt. Als solche kénnen 
beispielsweise die Funktionen pf .af .r-f ,g-f  dienen ( vgl. E. Noether, 
lc. § 2). 

Die im vorstehenden gegebene Herleitung der Wurzeln zyklischer 
Gleichungen 6. Grades aus denen zyklischer kubischer Gleichungen laBt 
sich, wie noch bemerkt sei, fast wértlich iibertragen auf die Berechnung 
der Wurzeln zyklischer Gleichungen 2-(2n + 1)-ten Grades aus den ent- 
sprechenden (2 + 1)-ten Grades. In (4) hat man dann 


a 
w, =(—1)"-Va-«,,.= ——_—_—___—_—_- 


und im iibrigen fiir 3 sinngemaB 2n-+-1 zu setzen. 

SchlieBlich sei erwahnt, daB nach dhnlicher Methode sich auch die 
bekannten Wurzelformen der zyklischen Gleichungen 4. Grades’) aus den 
Wurzeln quadratischer Gleichungen herleiten lassen. 





) Vgl. H. Weber, Lehrbuch der Algebra 1 (1898), § 196. 


(Eingegangen am 9. 7. 1921.) 
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Uber den asymptotischen Ausdruck von Polynomen, die 
durch eine Orthogonalititseigenschaft definiert sind. 


Von 
G. Szegé in Berlin. 


Einleitung. 


In meiner Arbeit ,,Beitrige zur Theorie der Toeplitzschen Formen“*) 
habe ich ein System von Polynomen definiert, die zu einer im Intervalle 
0 <6 < 22 erklarten nichtnegativen, nicht fast iiberall verschwindenden 
Funktion f(@), die daselbst (Z) integrabel ist, gehéren*). Diese Polynome 


(y) Polfi 2%), Py(fi 2%)» -++> Pal fi 2)» --- 
lassen sich durch die Orthogonalitatseigenschaft 


0 fiir m+n, 


lfirm=n (z=e'®; m,n=0,1,2,...) 


2: | 100) ou (t=) 9,(F2) 20 =| 
0 


charakterisieren*); dazu kommt noch die normierende Bedingung, da8 
?,(f;2) genau vom n-ten Grade und sein héchster Koeffizient (dex Ko- 
effizient von z") reell und positiv sei. Durch diese Bedingungen ist das 
System (q@) offenbar eindeutig bestimmt. 


*) Erste Mitteilung [{Math. Ztschr. 6 (1920), S. 167--202}; Zweite Mitteilung 
[ebenda 9 (1921), S. 167—190]. Diese Mitteilungen zitiere ich im folgenden mit A, 
und A,. 

*) Im folgenden heift ,fast iiberall‘: mit Ausnahme einer Menge vom Lebesgue- 
schen Mae 0; (Z) und (R) heiBt: im Lebesgueschen bzw. Riemannschen Sinne. 

*) Im folgenden bezeichnet die zu z konjugiert-komplexe GréBe. Hier er- 
wahne ich noch folgende Bezeichnungen, die im folgenden oft angewandt werden: 
Rx bezeichnet den reellen Teil von x. Es sei ferner D(z) eine fiir |z|<1 regulare 
analytieche Funktion; dann soll unter D(z) diejenige analytische Funktion verstanden 
werden, deren Potenzreihenentwicklung um den Punkt z=0 Koeffizienten besitzt, 
die konjugiert-komplex zu den entsprechenden Koeffizienten von D(z) sind. D. h. 
D(z) = D(). 
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In einer weiteren Arbeit ,,Entwicklung einer analytischen Funktion 
nach den Polynomen eines Orthogonalsystems“*‘) habe ich auf die Tat- 
sache hingewiesen, daB die Polynome ¢,(f;z) mit gewissen klassischen 
und vielfach untersuchten Polynomen in engstem Zusammenhange stehen. 
Diese Polynome 


(Q) Qo(piz), Q,(pix), ---. Q, (pix), --- 

gehéren zu einer fiir — 1 <2< 1 definierten nichtnegativen, nicht fast 
iiberall verschwindenden Funktion p(z), die daselbst (LZ) integrabel ist. 
Sie lassen sich durch die Orthogonalititsrelationen 


0 fiir m+ n, 


S p(2)Qu(v2)@,(p:2) a2 =| 


charakterisieren, zu denen noch die normierende Bedingung hinzutritt, 
da8B der héchste Koeffizient des Polynoms n-ten Grades Q.(p; 2) positiv 
sei. Durch diese Bedingungen ist das System (Q) offenbar eindeutig be- 
stimmt. Beziiglich der wichtigsten Eigenschaften der Polynome 9, (f;z) 
bzw. Q.(p;2z) verweise ich auf meine Arbeiten A und B; was insbesondere 
den Zusammenhang der Q,(p;z) mit der Theorie der Stieltjesschen Ketten- 
briiche betrifft, vergleiche man das bekannte Buch: O. Perron, ,,Die Lehre 
von den Kettenbriichen“, Leipzig und Berlin 1913 (B. G. Teubner), 8. 379. 

Der in B gefundene Zusammenhang zwischen den Orthogonalsystemen 
(¢) und (Q) lautet folgendermaBen: Es sei 


1 fir m=n (m,n=0, 1, 2,...) 


{(0) = p(cos@)|sin@|, 
dann ist 


1 5 
a= re 7 es 
(1 Q.1p:0) =, pc a2) a tee Ae ae ;+)] . 


Diese Gleichung gestattet, einige bemerkenswerte Ergebnisse, die in bezug 
auf die Polynome ,(f;z2) (durch A,) bereits bekannt waren, fiir die 
Polynome Q,(p;2) zu verwerten, Die Abbildung 

1 

z+ = 


o=—— 


fiihrt bekanntlich das AuBere (oder Innere) des Einheitskreises der z-Ebene 
in die lings des Intervalles —1<2<1 aufgeschlitzte x-Ebene iiber, 
wobei dem Rand |z|=—1 das (doppelt zu nehmende) reelle Interval] 
—1<2<1 entspricht. Die Gleichung (1) scheint nun deshalb beson- 
ders niitzlich zu sein, weil die Polynome y,(f;z) — was insbesondere 
*) Math. Ann. 82 (1921), S. 188-212. Diese Arbeit zitiere ich im folgenden mit B. 
%) Vgl. B § 6. 
R* 
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ihr Verhalten fiir |z| << 1 oder fiir |z| > 1 betrifft — duBerst einfach zu 
behandeln sind. In der Tat gelang es mir in B mit Hilfe dieser Ergeb- 
nisse das asymptotische Verhalten der Polynome Q,(p;z) auferhalb des 
Intervalles — 1<2<1 unter ziemlich allgemeinen Bedingungen zu be- 
stimmen *), 

Eine weit schwierigere Frage ist die asymptotische Natur der Poly- 
nome @,(f;z) fiir |z|—1, dh. auf dem Einheitekreise selbst. Gelingt 
es uns diese Frage zu beantworten, so erhélt man auf Grund von (1) 
ohne weiteres eine asymptotische Formel der Polynome Q,(p;2) fiir 
—1<2<1, also auf dem Integrationsgebiet selbst. 

In der vorliegenden Arbeit will ich versuchen, die Lésung dieser 
Fragestellung zu geben, und zwar unter méglichst allgemeinen Bedingungen 
beziiglich f(@) resp. p(x). Hierbei zeigt sich wiederholt die schon be- 
tonte Tatsache, daB das Verhalten der Polynome y,(f;z) wesentlich ein- 
facher ist, als das von Q, (p;z). 

Um von den Resultaten einen kurzen Auszug zu geben, fiihre ich die 
analytische Funktion 


22 : 
1 1+z¢—*® 
— i (e —- 46 
aS =r tee 16 





(2) D(f;z)=e 
ein, die zu einer fast iiberall positiven Funktion /(@), welche samt 
log f(9) (ZL) integrabel ist, gehért. Diese Funktion spielt in diesen Unter- 
suchungen eine wesentliche Rolle. Ihre wichtigsten Eigenschaften sind: 

a) D(f;z) ist regular und + 0 fiir |z| <1. 

b) D(f;0) ist reell und positiv. 

c) Die Integrale 


22 
1 #6\\2 
xf | D(f; re*®)|" dO 
0 
liegen fiir r< 1 unter einer von r unabhingigen oberen Schranke. 
d) Es ist fiir 0 << 0 < 22 fast iiberall 
lim | D(f;r e**) |"= 7(6)*). 
r=1 


In A, habe ich bewiesen*), daB, wenn f(@) und log /(6) (Z) inte- 
grabel sind, die Gleichung 


(3) lim #(02) _ _* (\2|>1) 





gilt. 
*) Vgl. B § 8. 


) Vgl. meine Arbeit: Uber die Randwerte einer analytischen Funktion. Math. 
Ann. 84, 8. 232—244. . 


*) Satz XXXII (S. 178). 
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Das wesentlichste Resultat der vorliegenden Arbeit Ja8t sich nun 
folgendermaBen formulieren: 


Es sei {(0) eine zwischen positiven Schranken bleibende (R) inte- 
grable Funktion, die an einer Stelle 6 = « zweimal differenzierbar ist*). 
Dann gilt die Limesgleichung (3) auch fiir z= e**, d.h. 


tna 
(3°) 9. (f; e*) = ———— + ¢ 
D(f;e**) 

wobes lim ¢, = 0 sat. 

Wir werden diesen Satz sogar unter der etwas allgemeineren Be- 
dingung beweisen, daB f(9) von der Form 

£(8) = |(2— %)"*(2—%)*...(2—%)*[9(8) (2 = e*#) 

ist, wobei |z,|=—1, 4 >0 (»=—1,2,...,%) und g(@) eine zwischen 
positiven Schranken bleibende (R) integrable Funktion bezeichnet. (Hier- 
bei mu8 (8) die obige Stetigkeitsbedingung erfiillen, auBerdem muB8 
f(a) > 0 sein.) 

Mit Hilfe der Gleichung (1) folgt hieraus ohne Schwierigkeit der 
folgende Satz iiber die Polynome Q, ( p; x): 

Ee set p(x) von der Form 


p(z)=|2—2,|"\2— a, |"*...|a — x, |"*q(z), 


wobei —1i2z,<1, uw >O0 (w—1,2,...,%)) tat und q(x) eine 
zwischen positiven Schranken bleibende (R) integrable Funktion bezeich- 
net. Man setze 

ee WN 


i-se*” 


ou, 


1 
a 


(4) A(p;z)=e° : 
(Diese Funktion besitzt analoge Eigenschaften wie D(f;z).) Dann hat 


*) Darunter verstehe ich, etwas genauer gesagt, folgendes: Der Grenzwert 
lim £ +)= fle) =f'(@) 
A=0 
sei zunichst vorhanden und sei endlich, ferner existiere auch der folgende Grenzwert 


tim (@+*)—f(@)—Af' @) _ f"@) 
hA=0 ,* 2 








und sei ebenfalls endlich. — Die nachfolgenden Uberlegungen zeigen, daB es geniigend 
ware, von dem Ausdruck 


f(«a+h)—f(a)—hf’ (a) 
* 





nur die Beschranktheit vorauszusetzen. 
®) Ist z,= +1, so kann sogar «,2— 4 sein. 
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man an jeder Stelle = cosa im Innern des Intervalls (—1,1), wo 
p(x) positiv und zweimal differenzierbar ist, 





en / 1 a 
a ; ‘ 2 1 -¢[ (n+5) «-7] 
(5) Q, (Pi 8) = Q, (Ps 0080) = Vig Re T Fn» 
wobei lim ¢, = 0 ist**). 
Eine ahnliche Formel gilt auch fiir = +1, vorausgesetzt, daB die 
Funktion 
p(z)Vi—2* 


daselbst positiv und zweimal differenzierbar ist. 

Diese beiden hier erwahnten Satze fasse ich in Satz I (§5) und 
Satz II (§ 7) zusammen, die das wesentliche Resultat der vorliegenden 
Arbeit bilden. 

Die Formel (5) enthalt offenbar die klassische asymptotische Formel 
von Laplace iiber Legendresche Polynome™), sowie eine von Darboux 
herrthrende asymptotische Formel der Jacobischen Polynome™). Sowohl 
die Laplacesche wie auch die Darbouxsche Formel beruht auf speziellen 
Eigenschaften der beziiglichen Polynome. Unser Beweis setzt solche nicht 
voraus und stiitzt sich lediglich auf die Orthogonalitatseigenschaft dieser 
Polynome. 

Die im folgenden benutzte Methode ist vollkommen elementar und 
beruht einerseits auf einer, schon in A, erwahnten einfachen Extremum- 
Eigenschaft der Polynome , (f;z)**), anderseits auf der Betrachtung ge- 
wisser speziellen Orthogonalsysteme (gy), die zu einem einfachen Typus 
von Funktionen (8) gehéren. Diese Funktionen sind: 

1 
(0) = a5. 
wobei ¢(@) ein positiv trigonometrisches Polynom bezeichnet. Die zuge- 





*) Aus der Voraussetzung ergibt sich schon die Existenz von lim 4 (p;re** 


= A(p;e**). Vgl. Abschnitt 6. jes 
**) Vgl. etwa E. Heine, Theorie der Kugelfunktionen, 2. Aufi., Berlin 1878 
(G. Reimer) 1, 8.175. — Bezeichnet P, (xz) das n-te Legendresche Polynom, dann ist 
Qn+1 
2 


) 


bekanntlich Q, (1; z) = V 





P, (z); es ist ferner 4(p;z)=1. 


**) Mémoire sur l’approximation des fonctions de trés- grands nombres, et 
sur une classe étendue de développements en série (Journal de Mathématiques pures 
et appliquées (3) 4 (1878), S.5—56) 8.50. — Fiir die Jacobischen (hypergeometrischen) 
Polynome ist p (z)=(1—z)” (1 +2)* («,i>- 1). Aus dem im Text stehenden Satze 
ergibt sich zunichst der asymptotische Ausdruck dieser Polynome nur fiir x, 4 > —% 
(vgl. FuBnote **)). Der Erweiterung dieses Resultates steht aber nichts im Wege. 

4) Vgl. § 12 (S. 170). 
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hérigen Polynome ¢,,(f;z), die sich iibrigens von einem gewissen Index 
an explizite (und zwar duBerst einfach) darstellen lassen, habe ich in A, 
(S. 187) bereits als Beispiele behandelt. 

Analoge Methoden, insbesondere die Benutzung von gewissen Extre- 
mum-Eigenschaften der zu behandelnden Polynome, scheinen auch bei 
anderen verwandten Fragestellangen mit Erfolg anwendbar zu sein. In 
einer anderen Arbeit’*) habe ich z. B. gezeigt, wie man mit Hilfe einer 
ahnlichen Uberlegung die ganze Konvergenztheorie der Entwicklungen nach 
den Polynomen Q,(p;2) auf die Theorie der Fourierschen Reihe zuriick- 
fiihren kann. Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, daB dieses Entwick- 
lungstheorem sich vollstandig unabhingig von den in der vorliegenden 
Arbeit erhaltenen asymptotischen Satzen begriinden 1aBt. 

Die vorliegende Arbeit hat eine dhnliche Einteilung, wie B. Im 
I. Kapitel betrachte ich das Orthogonalsystem (gy) und im II. Kapitel 
wende ich mit Hilfe der Gleichung (1) die friiheren Ergebnisse auf das 
System (Q) an. §1 enthalt eine Zusammenstellung derjenigen Eigen- 
schaften der Polynome ¢,(f;z), die zum Verstandnis der folgenden not- 
wendig sind. Daselbst finden sich auch einige Hilfssitze, die ich absicht- 
lich vorausschicke, um den Gang der spateren Uberlegungen nicht unter- 
brechen zu miissen. 

Anwendungen der hier bewiesenen Sitze, vor allem auf die Theorie 
der Interpolation und mechanischen Quadratur, behalte ich mir fir eine 
spaitere Gelegenheit vor. 


Inhalt. 


I.Kapitel. Uber die Polynome, welche gegeniiber einer Belegung des 
Einheitskreises orthogonal sind. 
§ 1. Hilfsbetrachtungen. 
§ 2. Uber eine spezielle Klasse von Belegungen und die zugehérigen 
Polynome. 
§ 3. Uber einige Maximumaufgaben. 
§ 4. Uber die Quadratsumme der orthogonalen Polynome. 
§ 5. Uber den asymptotischen Ausdruck der orthogonalen Polynome. 
II. Kapitel. Uber die Polynome, welche gegeniiber einer Belegung des 
Intervalles — 1 << 2<1 orthogonal sind. 
§ 6. Hilfsbetrachtungen. 
§ 7. Uber den asymptotischen Ausdruck der orthogonalen Polynome. 


%*) Entwicklung einer willkirlichen Funktion nach den Polynomen eines Ortho- 
gonalsystems. Math. Zeitschr. 12, 8. 61—94. 








120 G. Szegé. 


I. Kapitel. 


Ober die Polynome, welche gegeniiber einer Belegung 
des Einheitskreises orthogonal sind. 


§ 1. 
Hilfsbetrachtungen. 

1. Es sei ((@) eine im Intervalle 0 < @ < 22 definierte nichtnegative, 
nicht fast iiberall verschwindende Funktion, die daselbst (2) integrabel 
ist. Ich bezeichne eine solche Funktion auch als eine Belegungsfunktion. 
Zu jeder Belegungsfunktion f(@) gehért ein ganz bestimmtes System von 
Polynomen 
(9) Po(fs%)> Pr(f5%)> ++» Pal fi2)s «++ 
die ,,gegeniiber dieser Belegung des Einheitskreises orthogonal“ sind. Was 
darunter zu verstehen ist, wurde bereits in der Einleitung ausgefiihrt. 
Hier bemerke ich nur, daB die Orthogonalitaét offenbar mit dem Bestehen 
der folgenden Relationen gieichwertig ist: 


ax 
S £(0)@,(f; 2) 2”°d0=0 (ze; y=0,1,....n—1; n2>1) 


und 
22 


Ff | pa(Fs z)|°d9 = | (ze; n=0,1,2,...), 


0 


wobei g,(f;z) ein Polynom n-ten Grades mit positivem Koeffizient von 
z” bezeichnet. 


2. Von den Eigenschaften der Polynome ¢,(f;z) will ich nur die- 
jenigen vorausschicken, die im folgenden gebraucht werden. 


Es sei (0) fast iberall positiv und samt logf(@) (L) integrabel. 
Diese Voraussetzung wird im folgenden stets beibehalten. Dann konver- 
giert die Reihe 
(6) |go(fs2)|'+lo.(fs2)|?+--.+]e,(fs 2)" +... =0(fs 2, 2) 
fiir |z| <1, also auch die Reihe 
(8) Go(fs@) Po(fs 2) + (Fa) Pa (fs 8) +--+ PalFs @) MQ (fi 2) +--- 

= 8(f; a, 2) 
fiir |a@|<1, |z|<1**). Die fir |z|<1 regulare analytische Funktion 
8(f;@,z) laBt sich ferner folgendermaBen darstellen. 


*) A, § 14. 


Asymptotische Eigenschaften der Polynome eines Orthogonalsystems. 121 





Man setze 
1 i+ze—*0 
ix J er =", a0 
—Ze 
(2) D(f;z)=e ° 
dann ist 
(6”) o(f;@, 2) =—— = ; 


"eo D(f; a) D(f;2) 


Es bezeichne h,(f) den (positiven) Koeffizienten von z" in 9, (f; 2). 
Dann gilt die Gleichung 


~ 2 fccrinee 
(7) limh,(f)=e = DT)": 
Man hat ferner fiir alle n 
(8) 4,(f50,2) = Go(fi 0) po (fs 2) + (Fi 0) v5 (f52) +--+ Palfi 0) vy (Fs 2) 
=h,(f)#"9,(fi +), 
woraus sich, mit Riicksicht auf (6”) und (7), 








- a(fs#)_ _— it 
(3) lim =e Dr) (\2| >1) 
Zz 
ergibt. Ich erwahne endlich folgende (auf den ersten Blick einleuchtende) 
Eigenschaft des Systems (py): Es sei « eine feste Zahl und 
f, (8) = f(0+«), 
dann ist fiir alle n 
Pn (fyi 2) = P, (Ff; ef*2). 
3. Im folgenden werden hauptsichlich zwei Klassen von Belegungs- 
funktionen betrachtet, die sich folgendermaBen charakterisieren lassen. 
Eine Funktion f(#) gehére zur Klasse (K), wenn sie im Intervalle 
0<0<22 oberhalb einer festen positiven unteren Schranke bleibt, 
wenn sie ferner beschrankt und (R) integrabel ist. Eine Funktion f(6) 
gehére zur Klasse (K), wenn sie von der Form 


f(0) = | (2 — 24)" (2 — 2) ...(2 — %)*|9(8) (s =F?) 
7) Dieser Satz kommt in meinen friheren Verdéffentlichungen nur implizite vor. 


Es ist namlich 7 
min= VO, 
wobei D, (f) die zu der Funktion f (@) gehdrige Toeplitzsche Determinante bezeichnet. 
(Vgl. A,, 8. 169). Daraus folgt, mit Ricksicht auf A,, Satz XVII (S. 194), die im 
Text stehende Gleichung. 
**) Vgl. A,, Gleichung (33) auf 8. 174. 
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ist, wobei |z,|=1, 4, >0 (»=1, 2,...,&) ist und g(@) zur Klasse (K) 
gehort. 

Uber solche Funktionen schicke ich nun zwei Hilfssétze voraus, die 
man keineswegs neu nennen kann, deren sorgfaltige Formulierung jedoch 
von Wichtigkeit ist. Den etwas langwierigen Beweis dieser Hilfssatze 
will ich hier aus Raumersparnis unterlassen. Jeder Leser, der mit der 
Theorie des Riemannschen Integrals sowie der Approximation reeller 
Funktionen durch trigonometrische Ausdriicke vertraut ist, ist imstande, 
denselben ohne Schwierigkeit durchzufiihren. Ich kann iibrigens auf meine 
Arbeit a. a. O.*°) hinweisen, wo sich der Beweis von zwei ganz dhnlichen 
Hilfssétzen befindet. 


4. Hilfssatz 1. Es sei f(0) eine Funktion der Klasse (K), die 
an einer Stelle 0=« zweimal differenzierbar ist”). Dann gibt es zu 
jedem positiven « zwei Funktionen *f(0) und f*(@) von folgender Be- 
schaffenheit: 


a f(0) = 


* 1 
’ f (8) sea 
*t(@) t* (e) 





wobei *t(0) und t* (0) positive trigonometrische Polynome bezeichnen. 
b) *f(0)< 7(0) < f*(8). 
ec) f(a) =*f(«)—f* (a). 


3x 


a a= 1 [retiocee FO) ga ce. 


=2: - 
3 sin* —_“ 





q’) o<i , fae <a 








Es sei 0 < m < f(@) < M; es lassen sich sogar solche Funktionen */(0) 

bzw. f* (6) ermitteln, fiir welche etwa 
*1(0)>m—d und f*(0)<M+6 
ist, wobei 46 eine feste positive Zahl bezeichnet. 

5. Zur Formulierung von Hilfssatz 2 bendtige ich zunachst einige 
Definitionen. 

Es sei ¢(@) ein nichtnegatives, nicht identisch verschwindendes trigo- 
nometrisches Polynom. Nach einem Satz von Fejér™) gibt es dann ein 
Polynom g(z) derart, daB 

#(0) =|g(z)|° (z= ef@) 


1%) Vgl. die FuBnote *). 
%) Uber trigonometrische Polynome Geurasl fir die reine und angewandte 
Mathematik 146 (1916), S. 53-82). 
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ist. (Dadurch wird die ,,Nichtnegativitat von ¢(@) sozusagen in Evidenz 
gebracht.) Das Polynom g(z) ist im allgemeinen durch ¢(@) nicht ein- 
deutig bestimmt. Um es eindeutig zu normieren, geniigt es bekanntlich, 
noch folgende Einschrankungen zu machen: 

a) g(z) sei von 0 verschieden fiir |z| <1. 

b) g(0) sei reell und positiv. 
Dann ist g(z) durch ¢(@) eindeutig bestimmt; es ist auch méglich, g(z) 
durch ¢(@) explizite darzustellen. In der Tat ist 

log ¢(0) = 2R logg(z) (z= ef@), 


wobei Rt logg(z) den reellen Teil der fiir |z| <1 reguliren analytischen 
Funktion logg(z) bezeichnet. Diese Funktion hat am Rande des Ein- 
heitskreises héchstens nur logarithmische Singularitéten. Daraus folgt 
bekanntlich 


c - 46 
2 log g(z) =z, | loge (0) ++#*= a0 
0 


l—se~*®* 
d. h. 
22 . 
1 1+ze~ *9 
ix J etm ate * (|z| <1). 


g(z)=e 
Es sei nun /(0) (0 <@< 22) eine (mit Ausnahme einer 0- Menge) 
positive Funktion, die samt log/(@) (Z) integrabel ist. Es liegt der 
Gedanke nahe, die Funktion 


x 


1B 
=— | log /(@) 


4x 


D(f;z)=e 


1+ze~ $0 
i+ze-*0 


ot, 00 


einzufiihren, die in der Tat analoge Eigenschaften wie g(z) besitzt. Man 
zeigt namlich leicht*'), daB 


a) D(f;z) ist regular und von 0 verschieden fiir |z| <1. 
b) D(f; 0) ist reell und positiv. 
c) Das Integral 


Ff \D(rs ret) |*a0 
u 


liegt fiir r<1 unter einer von r unabhingigen oberen Schranke. 
d) Es ist fast iiberall 


lim | D(f; ree)|* — £(8). 


1) Vgl. a. a. 0.7). 
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Ist ferner ((0) an einer Stelle 9—«a positiv und stetig, dann gilt 
gewiB die letzte Limesgleichung. (Dies folgt unmittelbar aus der Kon- 
vergenz des Poissonschen Integrals an einer Stetigkeitsstelle.) 


Es sollen folgende Beispiele angefiihrt werden : 
ee 1 1 
D(t;z)=g(z) und p(t; ) = AOL 
wobei #(@) und g(z) die obige Bedeutung haben. Im zweiten Falle mu8 
natiirlich ¢() als durchweg positiv vorausgesetzt werden. Ferner: 


D(Vt; 2) = Vg(z), 


wobei stets V#(@) > 0 ist und Vg(z) denjenigen Zweig bezeichnet, welcher 
fiir z= reell und positiv ist. Man hat z. B. fiir (0) —|sin6@ 


D(f; s)=y-5". 


D(f, fas 2) = D(f,; 2) D(f,; 2) 


6. Nach diesen Vorbereitungen formuliere ich den Hilfssatz 2, dessen 
Beweis mit Riicksicht auf Hilfssatz 1 auBerst einfach geschieht, den ich 
aber hier ebenfalls nicht ausfiihren will (vgl. 3). 

Hilfssatz 2. Hs sei f(6) eine Funktion der Klasse (K), die an 
einer Stelle 9 = «a zweimal differenzierbar ist. Man setze 


1 7 1 +6 
af! og (0) ++ ** — ag 
6 


Es ist endlich 


1-ze— #6 


D(f; 2) = 


Es sei « eine beliebig kleine sn Gréfe und es sollen *f(0), ¢*(0) 
die in Hilfssatz 1 bestimmten Funktionen bezeichnen. Dann existieren 
zundchst die Grenzwerte 


lim D(f; re‘*) = D(f; e**), lim D'(f; ree) — D'(f; ef) *), 
man hat ferner 
| D(f; ef) |* = f(e) 

| D(f; 0) — D(f*; 9)| <n, 

| D(f; e*) — D(f*; e*)| <n, 

| D’(f; ef) — D'(f*; &*)| < ni, 
wobei 1, Th» ni mit « beliebig klein sind. Drei dhnliche Ungleichungen 
gelien far *7(0). 


a Ds 8) beseichnet die Ableitung von oie a ali £. 


und 
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7. Bemerkung zu den Hilfssatzen 1 und 2. Die Hilfesdtze 1 
und 2 gelten auch fir Funktionen {(0) der Klasse (K) mit folgender 
Modifizierung: Unter *f(0) ist iiberall eine Funktion von der Form 

u(@) 

t(@) 
zu verstehen, wobei t(0) (wie friiher) ein positives trigonometrisches 
Polynom und u(6) ein nichktnegatives trigonometrisches Polynom mit 
lauter reellen Nullstellen bezeichnet. 

Natiirlich muB hierbei, wie friiher, f(6) fiir @ = positiv und zweimal 
differenzierbar sein. 

Da simtliche Behauptungen der vorigen Hilfssitze von multiplikativem 
Charakter sind, so geniigt es, die letzte Behauptung nur fiir die spezielle 
Funktion 

f(0) =|z—2,|* (z= ef; 2, = ef, 4>0) 


zu beweisen, wobei 0,+ a ist. Da f(a) > 0 ist, sieht man, daB die Er- 
mittlung der von oben approximierenden Funktion /*(@) (und zwar wieder 
in der Form des Reziproken eines positiv trigonometrischen Polynoms) 
keiner wesentlicheren Modifizierung bedarf. Anders steht es mit der von 
unten approximierenden Funktion *f(@). Da f(@,)=0 ist, wei8 man 
von vornherein, daB diese nicht durchweg positiv sein kann. Ich behaupte 
nun, da8 sich immer solche von unten approximierenden Funktionen er- 
mitteln lassen, die von der Form 


u(@) 
#(@) 
sind, wobei «(@) und #(@) die obige Bedeutung haben. 


In der Tat sei J ein beliebig kleines, aber festgehaltenes Intervall, 
welches die Stelle 9=6,, nicht aber §=« enthalt, auSerdem so klein 
ist, daB in J 

| e%@ — ef6e| <7 


ausfallt. Ich definiere die Funktion p(@) folgendermaBen. Es sei y die 


kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner als ; ist. (Es ist offenbar u >1.) 


Man setze 


an (z ons ef®), 


p (0) = |z—%| 
wenn § in J ist. Sonst sei 


p (8) = 7 (8). 
7(6)<f(6) und y(a)—f(«) 


Man sieht, da8 
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ist. Man hat ferner 





22 
if log f (0) — loge (®) ag — 5 
22 , 9 e F 
0 ale 0 
| D(f;0) — D(g;0)| < 4,, | D(f; e**) — D(; e**)| < 4,, 


| D'(f; e*) — D'(p; ef) | < d,, 


wobei 4, 5,, 5,, 5, durch geniigend kleine Wahl des Intervalls J beliebig 
klein gemacht werden kénnen. Nun ist aber »(6) von der Form u (6) g (6), 
wobei u(@) ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom mit lauter reellen 
Nullstellen und g(@) eine Funktion der Klasse (K) bezeichnet, die fiir 
6—« zweimal differenzierbar ist. Wendet man auf g(@) die vorigen 
Oberlegungen an, so folgt unmittelbar die Méglichkeit der behaupteten 
Approximation. 


§ 2. 
Uber eine spezielle Klasse von Belegungen und die zugehérigen Polynome. 


8. In diesem Paragraphen will ich eine spezielle Klasse von Be- 
legungsfunktionen f(@) betrachten, fiir welche sich die zugehérigen Poly- 
nome @, (f;z) (wenigstens von einem gewissen Index an) explizite angeben 
lassen. Mit Hilfe dieser Ergebnisse werden wir in den spateren Paragraphen 
imstande sein, die asymptotische Untersuchung der Polynome 9, (f; z), 
die allgemein zu einer Funktion f(@) der Klasse (K) bzw. (K) gehéren, 
zu unternehmen. 


Die erwahnte spezielle Klasse lat sich einfach folgendermaBen charak- 
terisieren. Es sei ¢(@) ein positiv trigonometrisches Polynom k-ter Ord- 
nung, dann ist 
. l 
f(0)= t6)* 
Dies ist eine Funktion der Klasse (K), die nach Abschnitt 6 die Darstellung 


ice 2 
f(9) aa)" 





(z= e'?) 


gestattet, wobei g(z) ein Polynom k-ten Grades mit den folgenden Eigen- 
schaften bezeichnet: 


a) g(z) ist von 0 verschieden fiir |z| < 1; 
b) g(0) ist reell und positiv. 
Es ist tibrigens 


. 1 — . 
g(z)= D(#;z) und giz) = Pf 2). 
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Ich beweise nun den 
Satz 1. Hes set 


wobei #(0)=|g(z)|" (z= e'*) ein positiv trigonometrisches Polynom 
k-ter Ordnung ist und das Polynom g(z) die obigen Bedingungen a) und b) 
erfillt. Dann lassen sich die zu der Belegungsfunktion f (0) gehdrigen 
orthogonalen Polynome ,,(f;2z) fiir n >k folgendermafen darstellen: 


(9) gy (fs 2) = 2" g(4) (nok); 


hierbet bezeichnet g(z) das Polynom, welches aus g(z) hervorgeht, indem 
die Koeffizienten durch die konjugiert-komplezen Zahlen ersetzt werden. 
Das Polynom ¢,(f;z) ist also genau das Polynom, dessen Wurzeln 
die Spiegelpunkte der Wurzeln von g(z) in bezug auf den Einheitskreis sind. 
In der Tat ist das durch die obige Gleichung definierte Polynom 9, (f; z) 


genau vom Grade nm und hat den héchsten Koeffizient g(0) = g(0) > 0. 
Man hat ferner 


2x2 2x : . 9 
+ | £(0)'9,(f:2)"d0= = | ils, d0=1 (z=?) 
Qn f Px {;2) = 22 g(z) ; > ki )- 
0 0 
Es bleibt also nur iibrig, die Gleichungen 
2x 
S £(0) @, (f; 2) 2"d9=0 (g=e; OS vy gn—1; n2Q1) 
0 


nachzuweisen. Dieses Integral ist gleich 


22 





a~? a-y 
ji do—+ jz5% (z = ef), 
g(2) ‘ g(z) z 
0 z\=1 
wobei das letzte Integral im Cauchyschen Sinne zu nehmen ist. Die Funktion 
2*-*-1 
g (2) 


ist aber regular fiir 'z| <1, woraus die Behauptung unmittelbar folgt. 
9. Weiter beweise ich den 
Satz 2. Es se 
l 
t(@)’ 


f(0) = 


wobei t(0)—|g(z)|” (ze) ein positiv trigonometrisches Polynom 
k-ter Ordnung ist und das Polynom g(z) die obigen Bedingungen a) und b) 
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erfillt, Dann gilt, mit Beniitzung der vorhin eingefiihrien Bezeichnungen, 
an irgendeiner Stelle a = e** des Einhettskreises die Gleichung 


(10) f(a) s,(f;a,a) =f( (©) S lw(tse) ) =n+1+2Rea ate = 





(n> k-1) ay 


Es geniigt, diesen Satz nur fiir «—0, d.h. fiir a1 zu beweisen. 
In der Tat sei 
f, (8) = f(0+ «) 


Dann ist ( vgl. Abschnitt 2) 
P,, (fy; 2) = @, (f; e** 2) = —, (f; a2), 
%.(f,31)= 9, (f; @). 
D(f,; 2) = D(f; e**z) = D(f; az), 


D'(fs1) _ 4 D'(fia) 
D(fis1) ~~ ~D(f;a)* 


Die Gleichung (10) lautet nun fiir a = 1 folgendermaBen: 


d. h. 
Man hat ferner 


d. h. 








D'(f;1) 
f (0) 8, (f;1,1) =f(0 Silt 1)|*= n+1+2Ra ED» 
oder 
, oo(f51,1) _ g"( rat 
(10) ae oti ~ on 2 a (n>k—1). 


Um diese Gleichung zu beweisen, verfahren wir folgendermaBen. Es ist 
zunachst fiir 0 << r<1 (vgl. Abschnitt 2) 


a(f;7,r) = Igy =4_.(fi07) +> |e (fir)I’. 
v=k 


ptt |g (2) 


ra()(=-aae. 


3 
ig(r)|*—% |g (2)|  g¢ry g(ry—r**g (1) 9 (4 
&,_,(f3 7,7) = i tr) _ wr) tr) 


Man hat ferner nach Satz 1 


Sle(ts0) 








v=k 


also ist 





1—r* 
Mit Hilfe der l’Hospitalschen Regel folgt hieraus 


2,_4(f; 1,1) = LG +9Q) 9) 2k 19) "+ 9D 5) +9 F' 
“k—-a\ls 4s ae 


= k\g(1)|"— 28g (1)9’ (1), 


**) Ist k= 0, so gilt diese Gleichung offenbar fiir alle n. 
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oder 
% —, (f;1,1) g’(1) 
1 = h— OR. 
ig(1)!" a Som 
Daraus ergibt sich mit Riicksicht auf Satz 1 fiir n >k—1 
tn(fs1,1) _ _ ow g(t) 
g(1)!* n+1 2k g(1)’ 
w. z. b. w. 


§ 3. 
Uber einige Maximumaufgaben. 
10. Es sei f(@) eine Funktion der Klasse (K). In A (vgl. §§ 3, 12) 
habe ich folgende elementare Aufgabe behandelt: 
Man betrachte sdmtliche Polynome n-ten Grades P(z), fiir welche 


P| (0) |P(2)|"40 = 1 (z = ef@) 


ist. Welches ist das Maximum M,(f;a) von |\P(a)|°, wobei a eine 
feste Zahl bezeichnet? 


Der Ansatz 
P (2) = 25 90(f3 2) +2,9,(f3 2) +... +2,9,(f3 2), 


wo ,(f;2) die zu der Belegungsfunktion f(@) gehérigen Polynome be- 
zeichnen, fiihrt unmittelbar zum Ziele. Dann lautet namlich die obige 
Nebenbedingung 


[molt lai |'+--.+]2,/°=1, 
also ist nach der Schwarzschen Ungleichung 


n s ; 
M, (f; a) = Max | >'z, 9, (f; a)| = 2, |¢r(f;@)|, 
=0 v=0 


d. h. 
(11) M,.(f; @) = 8, (f; a,a). 


Die Summen ¢,(f;a,q@) erweisen sich somit als die Maximumwerte einer 
elementaren Maximumaufgabe. Diese einfache Tatsache bildet die Grund- 
lage simtlicher spaiteren Uberlegungen. 


Es seien ‘~’f (8) und /‘*’(@) zwei Funktionen der Klasse (X ), fiir welche 
4 (8) < £(8) < £6) 
ist. Dann gelten offenbar die Gleichungen 


M, (f°; a) < M, (f; a) s M, ('F; a), 


Mathematische Annalen. 86. 9 








130 G. Szegi. 
d. h. 
(12) 6, (1°; @,a) <8, (f; 4,4) < 6, (F; @,a). 
11. Ich stelle nun eine etwas allgemeinere, aber ebenso einfache Auf- 
gabe, wie die vorige. 
Man betrachte sdmtliche Polynome n-ten Grades P(z), fiir welche 


2x 
A fr(0)|P(2)/"a0—1 (z= ef@) 
0 


tat. He seien 1 und u zwei konstante Parameter. Welches ist dann das 
Maximum von 
|\4P(0)+u"P(a)|*, 
wobei a wieder eine feste Zahl bezeichnet? 
Man setze wie oben 
P(2) = 2) %o(f; 2) + 2,9, (f; 2) +...+2,9,(f3 2), 
wobei wie friiher 


[Zi +]a,| +... +]z2,' =1 


ist. Dann ist 


AP (0) + uP(a)= Dz, [Ag,(f; 0) + uge(f:a)], 


*=0 
d. h. nach der Schwarzschen Ungleichung 


(13) Max |4P(0)+ uP (a) °— >’ Ag, (f; 0) + ue, (f; a) 9 


v¥=0 
= |A *s,,(f; 0,0) + 2Rips, (f; 0,a)+\u *3.(f; a, a). 
Aus (13) folgt offenbar (11), wenn 4= 0, u« =1 gesetzt wird. 


Es seien wie oben ‘’f() und f‘*)(@) Funktionen der Klasse (K), 
fiir welche 


~"7(8) < £(0) < #8) 
ist. Dann gelten fiir alle Werte von 4 und u« die Ungleichungen 
(14) |al|*e, (f°; 0,0) + 2RAus, (¢; 0, a) + ul*e,(f'; a, a) 
<|4\*s,(f; 0,0) + 2Rins,(f;0,a)+|u|*s, (f; a, a) 
<4\%o, (OF; 0,0) + 2RA ws, (7; 0, a) +] a |*e, (OF @, a). 
Daraus folgt z. B. 
(15) |s,(f; 0, a) — 8, (f'; 0, a)|* 
S [s, (7/5 0, 0) —- 6, (f°; 0, 0)) [8, (fa, a) — 8, (f; a, @)] 


und eine ahnliche Ungleichung, in welcher ‘~’/(6) an die Stelle von f‘*” (0) tritt. 
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Mit Riicksicht auf (8) ergibt sich hieraus 
. (+). qy|* 
(16) Jy (1) 22SE2) — a creo 3a) 


a* 
< [s, (f; 0, 0) — 8, (f°; 0, 0))- (8, (f; a, a) — 8, (f°; a, a) 
und eine ahnliche Ungleichung mit ‘f(6). 


§ 4. 
Uber die Quadratsumme der orthogonalen Polynome. 


12. Nach diesen Vorbereitungen schreite ich zu der asymptotischen 
Berechnung der Summen 


1» (f3 @, @) = Siete 


wobei f(0) eine beliebige Funktion der Klasse (K) und a = e** eine feste 
Stelle des Einheitskreises ist. Es wird sich zeigen, da8 unter gewissen 
Stetigkeitsbedingungen die in Satz 2 ausgesprochene Gleichung (10) 
asymptotisch véllig giiltig bleibt. Ich beweise namentlich den 

Satz 8. Es sei f(0) eine Funktion der Klasse (K), die an einer 


Stelle 0=« positiv und zweimal differenzierbar ist. Dann gilt fiir die 
Quidratsumme 


8, (f; 2, 2) = > |e (fi 2)" 
v=0 


der zugehérigen orthogonalen Polynome an der Stelle a = e** des Einheits- 
kreises die folgende Gleichung: 


f(a)s,.(f;a,@)—=n+1+ oR a PL) fe), 


D (f;a) 
wobei lime, = 0 set. 
a=@ 
Hier ist 
—t0 
fino PT) 





e~t0 


D(f,;2)=e ° 
Nach Hilfssatz 2 existieren die Grenzwerte 
lim D(f;ra)=D(f;a), lim D'(f; ra) = D'(f; a) 
und es ist 
| D(f; a) |"= f(a). 
Es sei zunichst f(@) eine Funktion der Klasse (K). Dann gestaltet 
sich der Beweis von Satz 3 duBerst einfach. Es sei namlich « eine be- 


liebig kleine positive Zah] und es seien 
9* 
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Ps * 
~ “t(e)’ f (0) 


die in Hilfssatz 1 bestimmten Funktionen, wobei *t(6) und ¢*(@) positive 
trigonometrische Polynome etwa von der Ordnung *& bzw. k* sind. Mit 
Riicksicht auf die Forderungen a) und b) in Hilfssatz 1 sowie auf (12) 
ergibt sich alsdann 

(17) 8.(f*;a,a) <8, (f; a, a) <8, ("f; a, a) 


und 


ade 
t*(@) 


*7(0) 


(18) f*(a)e,(f"; a, a) < f(a)s,(f;a,a)< *f(a)a,(*f; a, a), 


und zwar fiir allen. Es ist nun nach Satz 2 fiir n > Max(*k —1, k* —1) 


+. * , : D’(*f;:a) 
«)s,( f;¢,a)=—=n+14+ 2Ra— 
f(«@)s,( fF DUhe) 
und 
ies * ' D'(f*;a) 
f («)s,(f ;a,a)=n+1+2Ra—~,—, 
: ( (f 5" 
also ist 
, | D' (*f;@) 
lim sup [f(«)s, (f;a,a) —(n+1)] < 2Ra—, 
, m sup[f(«) 6, (f n+1))< es 
un 


sere eee D'(f*;a) 
l f ) ;@,a)- +1) 2 amen’ , 
im in [f(@)s,(f;«,a (n+1)J> Rare) 
Nach Hilfssatz 2 unterscheiden sich aber die rechtsstehenden Ausdriicke 
beliebig wenig von 
Rg P (fia) 
2H Difsa)’ 
wenn nur « geniigend klein ist. Daraus ergibt sich die Behauptung. 

13. Die vorgehende Uberlegung 1a8t sich mit Riicksicht auf den Ab- 
schnitt 7 auch fiir Funktionen /(@) der Klasse (K) reproduzieren, nur 
mu8 zunichst die Giiltigkeit von Satz 3 fiir die Funktionen 

u(@) 
(19) f(9) = 56) 
gezeigt werden, wobei ¢(@) ein positives trigonometrisches Polynom und 
u(9) ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom mit lauter reellen 
Nullstellen bezeichnet. Es geniigt sogar, da ja die von oben approximierende 
Funktion /"(@) auch in diesem allgemeineren Falle unverandert existiert 
(vgl. 7), mit Riicksicht auf die obige Uberlegung nur folgendes zu beweisen : 
Fiir die Funktion (19) gilt die Gleichung 

li : a, a) —( D (f;@) 

m sup[f(«)s,(f; 4 a) m+ S2Reri ee)» 
an allen Stellen a = e**, wo f(a)> 0 ist. 
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Dies geschieht folgendermaBen. Die Summe s,(f; a, a) ist nach § 3 
das Maximum von |P(a)|*, wahrend P(z) die Gesamtheit derjenigen 
Polynome n-ten Grades durchlauft, fiir welche 


2. [r(@)iP(s)|"40—1 — 
ist. Es sei nun , 
(0) =| 0(s)|? pale 


wobei v(z) ein Polynom vom etwa I-ten Grade bezeichnet, dessen samt- 
liche Wurzeln laut Voraussetzung am Rande des Einheitekreises liegen. 
(Es ist u(a)+0). Dann ist aber v(z) P(z) ein Polynom (n+ /)-ten 
Grades, fiir welches 


az | aqey|¥(#) P(e) |"@0 = (z = ef) 
ist. D.h. 
| v(a)|*s, (f; a, @) = Max|v(a) P(a)|*< 442(+3 4, ), 
oder 
f(a) a, (f; a, a) S 7 Sar (Fs a, a+). 


D’ (558) 
z@ 
f(«)s,(f;@,a)Sn+1l+1+ 2Ra—_—, 

D(F+4) 
und zwar fiir n-+-1>k—1, wenn k die Ordnung von ¢(@) bezeichnet. 
Nun ist aber u(@), abgesehen von einem konstanten Faktor, das Produkt 
von | Faktoren von der Form 


Aus Satz 2 ergibt sich also 


r(0)=|z—2,|" (s = e'?), 


wobei |z,|=1 und z,+a ist. Fiir eine solche Funktion ist ferner 





D(r;2)=1—= 
0 
und 
D'(r;a) a 
D(r;a)  a-—z,’ 
d. h. 
D' (r; 4) 
Daraus folgt 


D’(u;a) 
2Ra D(u; a) =t, 
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d.h. fir n>k—I-—1 


D’ (u; a) 


f(«)s,(f; 0,4) Sn+1+ 2Raz + 2Ra ( 
. D a 





<n+1+2Ra rie, 
w.z.b.w. Damit ist Satz 3 vollstandig bewiesen. 
Aus Satz 3 folgt schon die Gleichung 
lim |9.(6@)l"= 75" paw (a= et). 
Die schirfere Limesgleichung 
Hine 22.724) _, _) 
axe =@ D(f;a)’ 
deren Beweis unser Endzweck ist, wird im nachsten Paragraphen auf Grund 
von Satz 3 und der Ungleichung (16) ohne Schwierigkeit erhalten. 





§ 5. 
Uber den asymptotischen Ausdruck der orthogonalen Polynome. 


14. Es sei f(@) eine beliebige Funktion der Klasse (K), ¢ eine be- 
liebig kleine Zahl und 
1 


t*(@) 

die im Hilfssatz 1 bestimmte Funktion, die nach Abschnitt 7 immer 
existiert; ¢*(@) sei ein positiv trigonometrisches Polynom k*-ter Ordnung. 
Dann gilt die Gleichung (16) von §3. Man hat ferner nach (6”) 

1 : 1 


sn. Sa 1h. eee Se 
[D(fs0)|* iim ¢,(f = Dror 


f*(0) = 





lim ¢, (f; 0,0) = 


sowie nach Satz 3 


, D’ . D’ °. 
lim [«, (f;@,@) —4,(f*;a,a@)) = ray Ra | BFS) “st 


(Es ist namlich nach Hilfssatz 1 f(a) = f*(«)). Daraus folgt mit Riick- 
sicht auf Hilfssatz 2 





NAS 


lim sup |, (f) 222") — h, (7) 29)! < n(e), 


wobei »(e) mit ¢ beliebig klein wird. Nun ist aber nach (7) 


; -4 
lim 4, (f°) ei D(f";0) 
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und nach Satz 1 
Pn (f*; a) sit 1 
a D(f*;a) 
sd ee 1 
h, (f) ~ D0) Desa) <,(¢), 
wobei 7,(2) mit « beliebig klein ist. Daraus folgt 





lim 
a-@ 
d. h. 


lim sup 
a= 














elf a) 1 1 
lim a h, (f) ™ Di: 9) Disa) ) 
dh. mit Ricinicht auf (7) 
lim 7, (f;@) rae 
a=x a” D(f;a) ’ 


Es gilt somit der 


Satz I. He sei {(0) eine Funktion der Klasse (K) (vgl. Abschnitt 3) 
und ,(f;z) (n=0,1,2,...) bezeichne die zugehdrigen orthogonalen 
Polynome. Es sei ferner 


3x ; 

1 1+z6e*? 

ze J oar +24 — 79 4° 
3 1-se~ 


D(f;z)=e 
Dann gilt an jeder Stelle a= e‘* des Hinheitskreises, wo f(a) positiv 
und zweimal differenzierbar ist, der folgende asymptotische Ausdruck: 


7, (f;4)= pat ‘a? lim ¢, = 0. 


Il. Kapitel. 


Uber die Polynome, welche gegeniiber einer Belegung 
des Intervalles —1<a<1 orthogonal sind. 


§ 6. 
Hilfsbetrachtungen. 
15. In diesem Kapitel werden die Ergebnisse des I. Kapitels auf einen 
anderen Typus von Polynomen, die ebenfalls durch eine Orthogonalitats- 
eigenschaft definiert sind, angewendet. 


Es sei p(x) eine im Intervalle —1<2<1 definierte nichtnegative 
(ZL) integrable Funktion, die daselbst nicht fast iiberall verschwindet. 
Solche Funktionen bezeichne ich auch als Belegungsfunktion. Dann gibt 
es (vgl. Einleitung) ein ganz bestimmtes System von Polynomen 


(Q) Q.(9;:2), @(9;2), ~.--5 Qlere),  ««., 
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die ,,gegeniiber dieser Belegung des Intervalls —1<2<1 orthogonal“ 
sind. Was darunter zu verstehen ist, habe ich bereits in der Einleitung 
ausgefiihrt. Hier bemerke ich nur, da8 dies mit den folgenden Gleichungen 
gleichwertig ist: 


1 
S p(x) Q,(p; z)a2"dz =0 (y=0,1,....8—1; n21) 
=1 


und 
1 
S p(x) (Q, (pi 2))"da =1 (n=0,1,2,...), 
—-1 


wobei Q.(p;z) ein Polynom n-ten Grades bezeichnet, in welchem der 
Koeffizient von x" positiv ist. 

Diese Polynome spielen in der Theorie der Stieltjesschen Kettenbriiche 
und manche speziellen Fille derselben auch in anderen Gebieten der Ana- 
lysis eine wichtige Rolle*™). Was insbesondere die Anwendungen auf die 
Theorie der Interpolation und mechanischen Quadratur sowie auf die Ent- 
wicklung einer willkiirlichen Funktion nach diesen Polynomen betrifft, ist 
es iiberaus wichtig, das asymptotische Verhalten derselben fiir groBe n zu 
kennen. In dieser Hinsicht lagen bisher in der Literatur nur vereinzelte 
Untersuchungen vor (vgl. die FuBnoten **)**)**)). Ich will nun fiir eine 
ausgedehnte Klasse von Belegungsfunktionen p(z) diese Frage lésen, d. h. 
einen verhaltnismaBig einfachen asymptotischen Ausdruck der entsprechen- 
den Polynome geben. 


16. Ich gehe von der Gleichung (1) der Einleitung aus, die ich in 


*) In der Stieltjesschen Theorie betrachtet man wesentlich allgemeiner solche 
Belegungsfunktionen, die auf der ganzen reellen Achse definiert sind. Dementeprechend 
werden dann die Integrale, die zur Definition der orthogonalen Polynome dienen, 
iiber die ganze reelle Achse erstreckt. Fiir diesen Fall scheint die hier gebrauchte 
Methode nicht unmittelbar verwendbar zu sein. Bei einer anderen Gelegenheit ge- 
denke ich noch auf diesen (schwierigeren) Fall zuriickzukommen. — Es ist iibrigens 
klar, daB, sobald man sich auf ein endliches Interval! beschrinkt, es keine wesent- 
liche Spezialisierung ist, wenn das Intervall —1<2z<1 betrachtet wird. — Beziiglich 
der in einem wunendlichen Intervall orthogonalen Polynome sei noch folgendes er- 
wahnt. Die asymptotische Untersuchung der Laguerreschen und Hermiteschen Poly- 
nome, die ja in diese Klasse gehéren (sie sind orthogonal in bezug auf die Be- 
legungsfunktionen e-* , 0 < x < GO bzw. e-**, — 00 < x < 00) ist bereits durchgefiibrt, 
und zwar von Fejér und Perron. Vgl. die folgenden Arbeiten: L. Fejér, Asympto- 
tikus értékek meghatérozisérél. Mathematikai és természettudomdnyi értesité 27 
(1909), 8. 1—33. — O. Perron, Uber das infinitére Verhalten der Koeffizienten einer 
gewissen Potenzreihe. Archiv der Mathematik und Physik (3) 22 (1914), S.329—340. 
— Vgl. auch S. Wigert, Contributions & la théorie des polynomes d’Abel-Laguerre. 
Arkiv fér Matematik, Astronomie och Fysik 15 (1921), Nr. 25, S. 1—22. 
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B gefunden habe, und die iibrigens eine einfache Folge der Orthogonalitit 
der beiden Polynomklassen (q~) und (Q) ist. Man setze 
f (6) = p(cos@) | sin 6 | 


und 


(¢) Po(fs%), Pr(fs%). +++» Py(fi2), 
seien die Polynome, die gegeniiber der Belegung f(@) auf dem Einheits- 
kreise orthogonal sind. Dann ist 
1 
’ e+? 
(1) veolli) + so, (Ff; +) sila SH. 


Zz 


wobei J, eine Konstante bezeichnet. 

Die Abbildung 
z+ 1 
2 
fiihrt das AuBere des Einheitskreises der z-Ebene in die lings des Inter- 
valles —1<2<1 aufgeschlitzte z-Ebene iiber. Kennt man also den 
asymptotischen Ausdruck der Polynome ¢, (/; 2) etwa fiir |z| > 1, so folgt 
aus (1) leicht ein solcher Ausdruck fiir Q,(p;2) in der aufgeschlitzten 
Ebene (vgl. B). Wir haben nun im I. Kapitel den asymptotischen Aus- 
druck der Polynome ¢,(/; z) fiir |z|=1 bestimmt. Daraus folgt leicht 
(natiirlich unter gewissen Stetigkeitebedingungen) der asymptotische Aus- 
druck der Polynome Q,(p; x) fir —l1So2z<l. 





z= 


§ 7. 
Uber den asymptotischen Ausdruck der orthogonalen Polynome. 
17. Es sei p(z) von der Form 


p(x)=|x—2,|""|%—a,|"*...|2—2,|"*g(zx), 
wobei g(cos@) eine Funktion der Klasse (K) ist; es sei hier —1< 2, <1 
und “4 >0 (»=1,2,...,k). Ist z—+1, so kann auch w,>—} 
sein. Dann ist offenbar 
(8) = p(cos 6) | sin 6 | 
eine Funktion der Klasse (K). 
Man setze 


7 

-~t@e@ 
x 3 log p(cos @) +52 __ ag 
42 1—2e~%0 


A(p;2)=e : 
dann ist nach Abschnitt 5 


D(f; 2)= V5" 4(p32). 


of, 
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Hierbei kommt derjenige Zweig der Quadratwurzel in Betracht, welcher 
fiir z= 0 reell und positiv ist. 

Es sei zunaichst ¢ = cos « eine innere Stelle des Intervalls —-1<2<1, 
an welcher p(x) positiv und zweimal differenzierbar ist. Dann hat f(@) 
dieselbe Eigenschaft an der Stelle 9=«. Man hat ferner 











oe 

& = cosa = a (a= e**), 
also ist 

1 len \/i ) n 1 

Qn (ps #) =z [ME + a" 9, (f 5)); 

mit Riicksicht auf Satz I und auf die in B (S. 207) bewiesene Gleichung 

liml, = V22 
ergibt sich hieraus s 

Q, (P; ) = STFS <= +8, 

To “eh 

wobei lime, = 0 ist. Nun ist p(cos@) eine gerade Funktion. Daraus 


folgt, daB die Entwicklung der analytischen Funktion 


16 


22 
1 1+ze~ 
7, J 08:7 (0086) *+#*—" a8 
0 





in eine Potenzreihe, lauter reelle Koeffizienten aufweist. Lasselbe gilt 
also von der Funktion D(f;z), d.h. 


D(f; 2) = D(f; 2). 
@. Daraus folgt 


Weiter ist |a| = 1, d.h. + 
D(f;+) = D(f; a) = D(f;a), 
so daB8 


, oo ee Re =yin_* 
@. (95 8) = T= | get 5 | t% VIR =F +e, 











ist. Man hat endlich 


es ergibt sich also 
; A+ a) «- 3] 
Q. (P35) = Vigna *——aoprey + 


(€ = cosa; —-1<§é<1l;a=e**). 














Asymptotische Eigenschaften der Polynome eines Orthogonalsystems. 139 
18. Ich betrachte andererseits den Fall = +1. Dann muB also 
p(z)V1—2z* =r(z) 
fiir z = & positiv und sweimal differenzierbar sein. Man hat in diesem Falle 
D(f;1)=Vr(1) und D(f;—1)=Vr(—1), 
wo der positive Wert der Quadratwurzel zu nehmen ist. Es ergibt sich 
somit 

= Q.(P31)= Vary t% 

Q,(p; — 1)=(—1)" 


wobei lime, = 0 ist. 


1 artely ton 


Die beiden Fille zusammenfassend erhalten wir den 

Satz Il. Es sei p(x) eine fir —1S2<1 definierte ‘eae 
fiir welche p(cos@) zur Klasse (K) gehort (vgl. Abschnitt 3); Q.(p; x) 
(n=0, 1, 2, ...) Bezeichne ferner die entsprechenden orthogonalen 
Polynome. Es al endlich 


- y +6 
1 f tog 1+z¢e~ 
in J 59 con 0) we tee? 


A(p; z)= ; 
Dann gilt an jeder Stelle § = cosa im Innern des Intervalles (— 1, 1), 
wo p(x) positiv und zweimal differenzierbar ist, die folgende asympto- 
tische Formel: 


ma _ tlle) -- 4 
Q..(p; &) = ane ® A(p; @) +¢, 
(a = e**; lime, = 0). 


p(z)V1—2*=r(zx) 
fir x=1 bew. x = —1 positiv und zweimal differenzierbar. Dann ist 





Es sei ferner 


Q, (P31) = Verte 


bzw. 





n 2 
Q.(p; —1)=(—1)"Vapsay te 
wobei lime, = 0 ist. 


Berlin, Juni 1921. 


(Eingegangen am 24. 6. 1921.) 








Ober die asymptotische Integration partieller Differential- 
gleichungen mit Parameter. 


Erste Mitteilung. 
Von 


Wolfgang Sternberg in Heidelberg. 


Einleitung. 
Die gewohnliche Differentialgleichung mit Parameter 
F 
(A) att (Cl=)+e*)y=0 
=z 


wurde bereits von Liouville asymptotisch integriert’). 


*) Journal de Liouville 2, S. 119. S. a. Birkhoff, ,,On the asymptotic character 
of the solutions of certain linear differential equations containing a parameter.“ 
Transakt. of Americ. Math. Soc. 9 (1908) 8. 219-231. — Hilb, ,,Uber Kleinsche 
Theoreme in der Theorie der limearen Differentialgleichungen“, II. Math. Ann. 68 
(1910), S. 24-74, § 3. ,,Ober Reihenentwicklungen nach den Eigenfunktionen li- 
nearer Differentialgleichungen 2. Ordnung’. Math. Ann. 71 (1912), S. 76—87, § 3. — 
Kneser, ,,Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der math. Phys.“. Braun- 
schweig (1911) § 24. — Blumenthal, ,,Cber asymptotische Integration linearer Dif- 
ferentialgleichungen mit Anwendung auf eine asymptotische Theorie der Kugelfunk- 
tionen“. Archiv f. Math. u. Phys. 19 (1912), S. 136-174. ,,Uber asymptotische Inte- 
gration von Differentialgleichungen mit Anwendung auf die Berechnung von Span- 
nungen in Kugelschalen“. Proc. 5. Internat. Math. Congress 2 (1913), S. 319-327. — 
Perron, ,,Uber die Abhangigkeit der Integrale eines Systems linearer Differentialgiei- 
chungen von einem Parameter“. I. II. III. Heide!b.-Ber. Math.-naturw. KI]. A. (1918), 
13, 15; (1919), 6. 

Gewdhnliche Differentialgleichungen ohne Parameter, bei denen z selbst ins 
Unendliche wichst, sind asymptotisch integriert von Horn, ,,Gewéhnliche Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung“. Leipzig 1905 (Sammlung Schubert 50), VII. Absch. 
»Uber das Verhalten der Integrale linearer Differenzen- und Differentialgleichungen 
fiir groBe Werte der Veranderlichen“. J.f. Math. 188 (1910), S. 159—191. — Sternberg, 
Ober die asymptotische Integration linearer Differentialgleichungen. Math. Ann. 81 
(1920), S. 119-186. Vgl. ferner den Enzyklopadieartikel von Hilb, ,,Lineare Diffe- 
rentialgleichungen im komplexen Gebiet. II B. 5. 
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Sei C(x) etwa fiir 0 << 2<1 stetig. Vergleicht man dann die Lé- 
sungen von (A) fiir groBe Werte des positiven 9* mit denen von 


a*s 
(B) qn1 + ee =9, 


d.h. mit singz und cosgz, so ergeben sich zwei Lésungen y, und y,, 
welche gleichmaBig in 0... 1 die asymptotische Darstellung 
(C) y, =singz + 0(+), y. = cosex + O(+) 


gestatten, wenn O das bekannte Landausche Symbol ist; sie sind natiir- 
lich linear unabhangig. 


Die Beweismethode von Liouville beruht auf der Variation der Kon- 
stanten von Lagrange. Man schreibt 


as d*y 2 
(A*) a, t @ y= —Cy, 


betrachtet —Cy fiir einen Augenblick als eine bekannte Funktion und 
wendet auf die ,unhomogene“ Gleichung (A*) die Variation der Kon- 
stanten an. So ergibt sich 


(D) y = ¢, sinox +c, cosox — f v(x, &; 0)C(E)y(é)dé, 
0 


; —— 
wo ¢,,¢, willkiirliche Konstante bedeuten und v(x, &; 9) = Mmele—®) 


ist. Speziell findet man ' 
(D,) y =singx — f v(x, €; e)C(é)y(é)dé, 

0 
(D, ) y—cosox — fv(z, & 0) C(é) y(E)dé. 


Dies sind, wie wir heute sagen, lineare Integralgleichungen vom 
Volterraschen Typus fiir y. Es zeigt sich nun, daB jede derselben eine 
und nur eine in 0...1 stetige Lésung besitzt, daB diese Lésungen (A) 
geniigen und die asymptotische Darstellung (C,) resp. (C,) gestatten. 

Die Methode der Variation der Konstanten kann nicht auf partielle 
Differentialgleichungen iibertragen werden, weil sie den Begriff des 
Fundamentalsystems voraussetzt, das bei partiellen Differentialgleichungen 
nicht existiert. Sie kann aber durch die Greensche Formel ersetzt wer- 
den*). Wendet man namlich die Greensche Formel auf die der Gleichung 


: = +e%v=O0 geniigende Funktion v und ein Integral y von (A*) an, 


o& 





dv |&=2 


so erhalt man unter Beriicksichtigung von vv ne x0, ae 


folgendes: 


=—1 


*) Vgl. Schlesinger, Handbuch der linearen Differentialgleichungen 1, S. 76, wo 
die ,,Multiplikatoren“ benutzt werden. 
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es 


2 

-_ d*y a*v _ dy év 
u 

sin ox 
e 


f{o[t24 ey]- y [23+ o*e|)! = ~'f ote, &;0)C(é)y(&)dé 











&=0 





= y(z)— y(0)cosoz — y’(0) 





y (x) —¥) sin 9x + y(0) 00s 92 — fv(z, &; 0) C(E) y(é) dé, 


d.h. die Formel (D). Damit ergibt sich aber der Ubergang zu partiellen 
Differentialgleichungen; denn bei diesen besteht die Methode der Green- 
schen Formel weiter. 
Wir untersuchen in dieser Arbeit*) die Lésungen der hyperbolischen 
Differentialgleichung 
2 
( I ) cow 
Cx Oy 





+(C(z, y)+o0*7)u=0, 


wo C(z,y) in einem bestimmten Rechteck R der (2, y)-Ebene nebst 
den Ableitungen erster Ordnung stetig ist, und vergleichen sie fiir groBe 0 
mit denen von 


(II) —~ + 9*w=0. 


exoy 





Bestimmt man eine Lésung u von (I) eindeutig durch gewisse Rand- 
bedingungen, in denen zwei willkiirliche Funktionen auftreten, z. B. 
u|*""—g(y). ul” "—h(x), und versteht man unter w die denselben 
Bedingungen geniigende Lésung von (I!), so erhalt man die gleichmaBig 
in R geltende Darstellung 
(IIT) u(z, y) = w(z, y)+0(5). 


Die Abschatzung O (5) kann verschirft werden, worauf wir aber nicht 
eingehen wollen. ' 


Die Grundlage der Abschitzung (III) bildet die Volterrasche Integral- 
gleichung 


zy 
(IV) u(x, y)= w(x, y)— J fv(x, y; &, 0; e)C(E, )u(s, n)dédn, 


Zo Vo 





*) Vel. Sternberg, ,,.Cber die asymptotische Integration einer partiellen linearen 
Differentialgleichung erster Ordnung mit variablem Parameter“. Heidelb. Ber. Math.- 
naturw. KI. A (1920), 11. Die dort dargelegte Methode ist auf Gleichungen 1. Ord- 
nung beschrankt, wihrend die hier benutzte é¢inen viel allgemeineren Anwendungs- 
bereich hat. 
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in der v(x, y;&,;@) eine sog. Riemannsche Funktion bedeutet und zu 
der man mittels der Greenschen Formel gelangt. 

§ 1. 
Zuriickfiihrung der Differentialgleichung auf die Integralgleichung. 


Sei vorgelegt die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung vom hyperbolischen Typus 








(1) iaoy + (Clty) +e*)u=0 
oder, wenn man zur Abkiirzung 

pe a*w 
(2) L({u)= taoy + O° * 
setzt, 
(1*) L(u)= —Cu. 


Dabei sei die Funktion C(z,y) nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung im Rechteck R der (xz, y)-Ebene, das etwa durch die 
Ungleichungen 
(3) %LtSx%y+e, Y%Sy¥S%+6 
charakterisiert ist und die Ecken %,{2z,, y¥.), U, (2s Yo t+ 2), Uy (Zo + + Yo)s 
UW, (z+ «, yo +f) hat, stetig; ferner bedeute o eine reelle, g* also eine 
positive Konstante. Stellen h(x) und g(y) willkiirliche Funktionen dar, 


welche nebst den ersten Ableitungen fiir z,< #< 2,+-« resp. y,< ySy,+ 


stetig sind, und ist h(z,)=—g(y,), so existiert ein und nur ein Integral uw 
von (1), das nebst den Ableitungen os ~ in R stetig ist und auf den 


Charakteristiken UW, WM, und %, U, die vorgesthriebenen Werte g(y) resp. h(x) 
annimmt, d. h. den Randbedingungen 


(4) u(z,y)|"""=gly), u(x, y) |" = h(a) 
geniigt*). Aus (4) folgt noch 
Ou | te 


? Ou |¥=Vo ’ 
ay) = 9'(y)» = ze) (2) 
Wir wollen nun die durch (4) eindeutig bestimmte Lésung von (1) 
fiir groBe Werte des Parameters 9 mit derjenigen Lésung von 


*) §. Horn, ,,Einfiihrung in die Theorie der partiellen Differentialgleichungen“. 
Leipzig 1910 (Sammlung Schubert 60) § 30. Ubrigens diirfen A und g auch von @ 
abhangen und sollen dann fiir jedes endliche 9 stetig sein. Die Stetigkeit der zweiten 


3° 
Ableitung = 


folgt aus (1) selbst. 
Ox dy 














W. Sternberg. 


2 
(5) L(w) = 555, te*w=0 


vergleichen, welche dieselben Randbedingungen 


w|*"** = g(y), w\|"""*—h(z), 

also auch 
ow |t=fe ou Cw \¥=vo , ) 
by | =g (y), 5a | = h (x) | 


erfiillt. Hierzu braucht man die Riemannsche Funktion‘) und die Green- 
sche Formel*). 


Ist A(é, 7) irgendein Punkt im Innern oder auf dem Rande von R, 
dann definiert man die Funktion von Riemann 
v(z,y;&, 7; 2) 
folgendermaBen: Sie geniigt der Differentialgleichung 
2 
ew 


; - oe 
(6) L (wv) Sady * o*v= 0, 





und zwar ist sie diejenige eindeutig bestimmte und in R nebst ersten 
Ableitungen stetige Lésung von (6), welche die Bedingungen 


v|*-*=1, v|*""=1 


erfiillt. Es ergibt sich 





(7) v(x, y; §,7; @) =J,(20V(E — z) (yn — y)) *), 


wenn J,(z) die Besselsche Funktion 0-ter Ordnung bedeutet, d.h. die an 
der Stelle z= 0 regulare Lésung von 


” A 
Jo+ = +J,=0. 


Wie (7) zeigt, ist v symmetrisch in den Argumentpaaren (z, y) und 
(§,9). Die durch A(é&,) gezogenen Charakteristiken mégen die 
Charakteristiken UA, und %,%, in A, resp. A, schneiden, der Punkt %, 
werde der Symmetrie halber auch mit A, bezeichnet, das Rechteck 
A,A,AA, heiBe 8, sein Rand I. Nun wenden wir auf w und vw und 
dann auf u und wv die Greensche Formel an, indem wir S als Integrations- 
gebiet benutzen und auf dem Rande I" in positivem Sinne integrieren. 
So erhalten wir | 


*) Horn, 1. c., § 32. 
5) Horn, 1. c., §§ 29 und 32. 
*) Horn, 1. c., § 33 Beispiel II. 
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pe 1 /. dw év ow év 
i) [vL(w) — wL(v)|\dady =\{2 5 (vi -- w<*) dy —< 5 (052 _ w*°) dz} 


4A, 
= w(t, 9) —(wv),, furs a z— [ody =0 


Ao 
oder 
A; 
(8) w(é,n)=(wv at foi set fo ay ae 


wenn zur Abkiirzung w(2 9, ¥o)0(%, os &,95@)=(wv), gesetat wird 
und die Integrationen lings der Charakteristiken A,A, resp. A, A, aus- 
gefiihrt werden. Ebenso finden wir 


sft vL(u) —uL(v)|dxdy aes ay — ui°) dy —3 (os - us) da} 
As 


A; 
=u(é&,)— (uv),,— Joetde —| v5,dy =— ffeuvdzdy 
) Ao 8 


oder 


As Ai 
(9) u(é, 7): (uo),,+ foetde + [ody — | [euvdzdy. 
° ° 8 


Mit Riicksicht auf die fiir w und u vorgeschriebenen Randbedingungen 
folgt 


As Ay 
(8+) w(t, 1) = 0(%, Yo; §, 03 C)A(%) + Sf vh'(x)dx+ fvg'(y)dy 
Ae Ao 


As Ai 
(9*) u(E, 1) = 0( 29s ¥o5 95 2) (9) + J vh'(x)da + fvg'(y)dy 
— ff Cuvdxdy 
8 
Der Vergleich von (8*) und (9*) liefert 


u(&,7)=w(é sn) — SJ e(2, y) v(z,y;&,n; o)u(z,y)dady 
(10) oder 


Ey 
u (En) = w(E,n) — f fC (x,y) o(z,ys &, 05 @)u(x,y)dady. 

Zo Vo 
Wir haben in (10) eine lineare unhomogene Integralgleichung fir u 
vor uns, die vom Volterraschen Typus ist, da die obern Grenzen der Inte- 
gration variabel sind. Eben ist gezeigt worden, daB die durch die Rand- 
bedingungen (4) eindeutig bestimmte, in R stetige Lésung der gegebenen 
Differentialgleichung (1) auch Lésung der Integralgleichung (10) ist; dabei 


Mathematische Annalen. 86. 10 








146 W. Sternberg. 


bedeutet w die denselben Randbedingungen wie u geniigende Lésung der 
einfacheren Differentialgleichung (5). Wir wollen nun umgekehrt zeigen, 
daB eine in R stetige Lésung von (10) notwendig auch Lésung von (1) 
ist und (4) erfiillt. Hieraus folgt dann unmittelbar, daB (10) eine und 
nur eine stetige Lésung hat, welche mit der (4) geniigenden Lésung von 
1) identisch ist. 

Zuniachst folgt aus (10) 


u e=% wy |*** u "=e 


so daB (4) in der Tat erfiillt ist. 
Sodann erhalten wir durch Differentiation von (10) 


fy 
_ a - fows “=" dy — [few =: dxdy, 


Zo Vo 
mithin wegen v|*~*= 1 
(11) F-GFR _fove.y)wevday— f fouttazay 
Yo eo Vo 
Erneute Differentiation gibt 
s a*w \ v= ” 
a = grag — C (Es) w (8,0) fours az— {loud aay 


Zo Vo 


-_ ° y= . 
und, da wegen v|""=1 die Identitat ° 7 = 0 gilt, 


‘ é*u a" w 
(12) 8d_ bon C(é,) u(é, m) [fou aeay. 
Zo Vo 
Addiert man die mit g* multiplizierte Gleichung (12) zu (10), 80 
erhalt man 


L(u) = L(w) —Cu— ff CuL(v)dzdy. 
8 


Nun ist L(w)=0, ferner geniigt v wegen der Symmetrie auch als 
2 


Funktion von (&, 7) der Gleichung L(v)=0 oder ity +o*v=0. Mit- 
hin ist 
L(u)= — Cu, 
w. z. b. w. 
(Die Gleichungen (11) und (12) zeigen iibrigens noch, daB die stetige 
Lésung u von (10) auch stetige Ableitungen besitzt, was sich andrerseits 
aus ihrer Identitét mit der Lésung von (1) ebenfalls ergibt.) 


Die weitere Untersuchung kann jetzt auf (10) gerichtet werden. 
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§ 2. 
Asymptotische Darstellang. 


Die Lésung u von (10), deren Existenz, Eindeutigkeit und stetige 
Differentiierbarkeit nunmehr feststeht, soll jetzt auf ihr Verhalten fiir 
groBe Werte des reellen Parameters 9 untersucht werden. Dabei machen 
wir die Voraussetzung, die Randbedingungen (4) seien so gewahlit, daf 
die Lésung w von (5) bei zunehmendem o in R gleichmaBig beschrankt 
ist. Solche Lésungen w gibt es unendlich viele, z. B. 


w =sing(cx+¥), 
wo c eine reelle Konstante bedeutet, d.h. eine reelle GréBe, die von 


x und y unabhingig ist, aber von g abhingen darf. Diese Lésung ist 
durch die Bedingungen 


w |*~** = sing (cay +4) =g(y), w|*"=—sino (ex+ ve) = h(z) 
bestimmt. Offenbar ist stindig |w|<1. Die Lésung 


w= ee" 


gehért dagegen nicht mu dem hier betrachteten Typus. Wir machen also 
die Annahme, es existiere eine von z, y und 9 unabhingige Zahl L, so 
da8 staindig die Ungleichung 
|w(z,y;e)| SL 
gelte. 
Das asymptotische Verhalten von u beruht auf dem der Riemannschen 
Funktion v, d.h. auf dem der Besselschen Funktion 


fiir groBe reelle.z. Denn in dem Rechteck S ist (¢ — x)(m— y) nie 
negativ, also z reell. 
Fiir die Besselsche Funktion gilt die asymptotische Gleichung 


(13) Jo(2) = VE {eos (4 — 2) +0(2)} 
oder weniger scharf 


(14) Jo(#) = 0(—). 


Wir brauchen in dieser Arbeit nur (14). 

Die in R stetige Funktion |u(x,y;o)| besitzt in R ein von o ab- 
hingiges positives Maximum M(o). Ferner besitzt |C(z,y)| ein natiir- 
lich von 9 unabhangiges Maximum Q. Aus (10) folgt leicht 


= 


|u(é,m; @)| SL+QM (0) ff \Jo(20VE —2)(n—y))|dxdy. 
10* 
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Diese Ungleichung gilt fiir jeden Punkt A(é,7) in R. Wird das 
Maximum M(o) etwa im Punkte §=£é,, 7= 7, von |u| erreicht, 80 
ergibt sich 


(15) M(e)=|«(E,,m50)|SL+ QM (e) [J |Jo(2eVE, — 2)(1,—y)) | dedy. 


Der Punkt (£,,,) ist von 9 abhingig, daher auch das durch ihn 
bestimmte mit S, bezeichnete Rechteck, fiir dessen drei variable Ecken 
wir die Benennungen A, A,, A, beibehalten. Wir zerlegen nun 8S, in 
einer wieder von g abhangigen Weise in vier Teile. Dies geschieht fol- 
gendermaBen: Es sei 

+) 1 

(16) = ? , 

wo p irgendeine der Ungleichung 0 < p <1 geniigende Zahl bedeutet. 
(Die giinstigste Wahl p=} wird sich bald herausstellen.) Durch den- 
jenigen Punkt B im Innern von S,, welcher sowohl von AA, wie von 
AA, die Entfernung « hat, ziehen wir zu diesen Seiten die Parallelen, 
die A,A, und A,A, in B, resp. B, schneiden. Dann zerfallt S, in ein 
Rechteck G(A,B,BB,), zwei von A,B, resp. A,B, ausgehende schmale 
Streifen H, und H,, sowie endlich ein von B ausgehendes kleines 
Quadrat H,. Nun ist das Integral 


(17) {J \Jo(2eViE,— 2) (m= wy) |dzdy 7 [$+ [J+ [J+ ff 


abzuschatzen. Wir beginnen mit 


Sf \Jo(20 VE, — x) (n, — y)) |dady. 








In @ ist 
é&,—reSe, ™—Y¥Se; 
folglich 


VE, —2)(,—y)2e=— 


) 
o”? 





20V(é,— x) (,— y) > 20", wo 1—p>od. 
Nun ist wegen (14) 
Jo(20'-)= 0 (5), 
o@ 
demnach a fortiori 


Jo(2e VE, — 2) (n,— y)) = of r=) 








Mithin folgt 
(18) JJ |Joldady —(¢, — ¢ — 2) (1, — te) © (3) = (=) 
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Bei der Abschitzung von 
{J \Jo(2eVie, — 2) (n= y)) |dedy 
bedenken wir, daB jetzt das Integrationsgebiet H, den Inhalt 
(&, —¢— ))-e= 0) 


o”? 


hat, Ferner bleibt |J,(z)| bekanntlich fiir jedes reelle 2 unter 1’). Es 
folgt also 


(19) fj Jo|dzdy = 0 (-). 
Ebenso findet man ; 
(19*) Sf \J,\dady -0(-). 
Hs+Hy o 

Durch Zusammenfassung von (17), (18), (19), (19*) ergibt sich 

(20) Sis, dz dy — 0/ r=) + 9 (js): 
8, By 9 
Am giinstigsten ist , 
Soot 
p= 2 ? 
was den Wert 
(21) P=% 
liefert. Dann wird 
(20*) {J \Jo|dzdy = 0 (5). 
S; o 
Die Ungleichung (15) nimmt jetzt die Form 
M(e)<L+M(0)@0(-) 
oder : 
(22) M(e) SL + M(0)0 (-) 
@ 


an. Hieraus ergibt sich die Beschrinktheit von M(o); es folgt namlich 
1 
M (oe) {1-0 5) <L. 
(e){ (- i)}s 


Wahit man also o so groB, daB etwa 0(4)<3 ist, so erhalt man 
fir 9>0 a 


*) Vgl. z. B.: Gray and Mathews, Treatise on Bessel Functions, 8. 18. 
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1 i 
mithin 
2M (o)<L, 
M (0) <2L, 
d. h. M(g) liegt in der Tat unter einer von 0 unabhingigen Schranke 
(23) M (o) = O(1). 


Die Gleichung (10) liefert jetzt unmittelbar 
u(&,; @) — w(E, 9; @)| < QM (0)0(5) =0(4) 
of of 
oder 
> i 
(24) u(E, 15 0) = w(E, 05 e) +0(5) 
° 
fiir alle Punkte (¢, 7) aus R. 
Jetzt wenden wir uns der asymptotischen Darstellung der Ableitungen 


ou Ou : : , 
= — gu, wobei vorausgesetzt wird, daB wie oben |w! nunmehr auch 


et? an 

~|3F und ~\5~ in R gleichmaBig beschrinkt sind. Sei also auch 
a eels, Reel og. 
@ | o€ e|én|= 


Ein Beispiel ist wieder 
w =sino(ez+ 4), 


wo aber nun die Konstante ¢ auch von o unabhangig vorausgesetzt wird. 
Wir gehen aus von der Gleichung 


” § 
(11) ou =o" (O(e,y) u(t, y)dy — fouttazdy. 
Ve Te Ve 
Offenbar besteht die Identitat 
oe av 
- — = ’ 
daher ist ‘ "s sf 
~ [fourtaeds - +f fowtazay. 
Zo Vo P To Ve 


Partielle Integration liefert 
; s=§ 

fou%tdz —Cuv — fo" ae, 

ez lena, dz 
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also wegen v|*~* =1 


ffowsteeay—fore.nute.nay- Joueis dy _ff (C8) dx dy. 


Zo Vo Ze Vo 


Mithin ergibt sich 


4 
(25) ir : _ -- fous andy — [fousdedy — {fro s*aray. 
Yo 8 Ss 


Zunachst ist 


few *=* dy = 0(1) 


JJous, ‘dzdy = = 0(1), 


da ja u bereits als beschrinkt nachgewiesen ist. Daher hat man 
1 éu 1 éw 1 éw 1 
= OF ont —{ {vot ag aedy +0 (*). 
8 


Bezeichnet man das in R genommene Maximum der stetigen Funktion 


1 | 04! mit N(), 90 wird 


PSs Li N(e aaffir dzdy+0(*), 


e 


und 


oioé& 


also wegen (20*) 
> ae |S E+ N(0)0(4)+0(7). 


Insbesondere ist auch 


N(o)<L+ N(2)0(-) +0(+), 


woraus man wieder die Beschranktheit von N(o), d. h. N(o)=O(1), 
folgert. Jetzt ergibt sich unmittelbar 


oder 

; 1 @u 1 dw 1\ 
9G an = | a 
(20) o af oF + (4) 
und ebenso 


1 1 
(26*) 5 oe... oy + (5): 


@ on Qo On 
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§ 3. 
Andere Randbedingungen. 


Auf einer beliebigen stetigen, mit stetiger Tangente versehenen Kurve 
© der (z, y)-Ebene, die von jeder Charakteristik héchstens in einem Punkte 


‘ ‘ , ‘ ou Ou . : 
geschnitten wird, seien die Werte von u, aa? ay als stetige Funktionen 


des Ortes vorgeschrieben derart, daB die Bez.ehung 


(27) du = o¥de+ aay 


C) dy 


erfiillt ist, wenn sich die Differentiale auf den Fortgang lings € beziehen. 

Die Endpunkte von € mégen A, und W, heiBen, die Schnittpunkte der 

durch dieselben gelegten Charakteristiken %, und W%,, das Rechteck 

WU, U, A, werde wieder mit R, seine Eckpunktskoordinaten auch so wie 

oben (§ 1) bezeichnet. Sind wieder h(x) und h’(z) firz,<2<2,+<e, 

sowie g(y) und g’(y) fir y,<y<y,+ stetig, so sei auf € 
u=h(x)+ 9(y), 

= sta k(2), §*—0'(y), 

wodurch (27) Geniige geleistet wird. Durch (28) ist eine in R nebst den 

ersten Ableitungen stetige Lésung u von (1) eindeutig bestimmt’). 

Sei A(é, 7) ein beliebiger Punkt von R, die Charakteristiken durch 
ihn sollen € in A, (é’, n) und A,(&, 7’) schneiden. Die von den Geraden 
AA,, AA, und dem Kurvenbogen A,A, begrenzte Figur heiSe S, ihr 
Gesamtrand I’. Die Riemannsche Funktion wird wie in § 1 definiert und 
also wieder durch (7) dargestellt. Die Greensche Formel liefert jetzt, 
wenn man zur Abkiirzung 


mo) Pao —w2t), 1 (of3—22t) 
setzt”), 
SJ {oL(u) —uL(v)}dzdy =f(Pdy —Qdz) 
A: 
=u(E,)—3[(uv), +(ue),] +f(Pdy —Qdz)= —JSJCuvdzdy. 
Ferner ergibt sich, wenn w die (28) geniigende Lésung von (5) ist und 
(29+) P= 3 (v5 —w5°), Q@=1 (v2 — 2) 


oy dz 
gesetzt wird, 


*) Horn, L. c., § 31. 
*) Horn, I. c., § 32. 
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Sf {oL(w) —wL(v)}dxdy ={(Pdy — Qdz) 
As - 
= w(E, 0) — 3[(we),, + (we),,] +f (Pay — Qdz) = 


Da aber lings © die Werte von wu, , a mit denen von w, ~. - 
iibereinstimmen, so ist 


As As 2 
al(ue),,+(u),,] — (Pdy— Qdz)—3 [(wv),,+(wr),,]— f(Pdy—Qaz), 
folglich , , 


(30) u(é, 7) = w(é, 7) —ffCoudedy. 


Hiermit haben wir die (10) entsprechende Integralgleichung gewonnen. 
Man kann wieder durch Differentiation von (30) zu (1) zuriickkehren; 
daher hat (30) eine und nur eine in R stetige Lésung, welche mit der 
(28) geniigenden wage von (1) identisch ist. Genau wie oben ergeben 


° Ou 
sich jetzt fiir w, ae i 


Gleichungen (24), (26), (26*) véllig iibereinstimmen. 

Die asymptotischen Darstellungen bleiben giiltig, wenn in (1) statt 
C (x,y) eine Funktion C(x, y; o) auftritt, die als Funktion von x und y 
nebst ihren Ableitungen. erster Ordnung in S stetig und ferner bei wachsen- 
dem g in § gleichmaBig beschrankt ist, z. B. 


“ die asymptotischen Formeln, welche mit den 


O(2, y; e) = F(a, y)-sing 
oder 


O(2,y; 0) = > a, (x, y) 0-’, 


v=0 
wo die rechts stehende Reihe fiir alle (x,y) aus S in einem gewissen 
Bereiche |o| > konvergiert oder auch nur als semikonvergente Reihe zur 
asymptotischen Darstellung von C(x, y; 0) geeignet ist, wobei sie dann 
fiir jedes g divergieren darf. 

Man kann fragen, ob die oben untersuchten Lésungen von (1) sich 
in semikonvergente Reihen nach Potenzen von : entwickeln lassen, wie 
sich diejenigen Lésungen u, fiir die die zugehérigen w nicht mehr in 8 
gleichmaBig beschrankt sind, bei wachsendem o verhalten und endlich, 
welche asymptotischen Formeln bei komplizierteren hyperbolischen Diffe- 
rentialgleichungen gitltig sind. Die Beantwortung dieser Fragen sowie die 
Behandlung elliptischer Differentialgleichungen bleibt spiateren Arbeiten 
vorbehalten. 


(Eingegangen am 1. 9. 1921.) 








Sur les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 
fonction F(a) puisse étre mise sous la forme fr@) dx 
ot f(x) est de carré intégrable. 


Par 
Kyrille Popoff 4 Sofia. 


Théoréme. Pour qu'une fonction F(x), continue dans l’intervalle 
(0,1) puisse étre mise sous la forme 
F(z) = J f(z)dz 
ou f(x) est une fonction de carré intégrable, il faut et il suffit que la 
série 
1 
(1) Py (n — 2) =| J Fes (n ~ 5) nzdz) 


sot convergente. 


Zz 
Pour démontrer ce théoréme nous mettrons S f(x)dz sous la forme 
0 


1 
J K(x, s)f(s)ds 
0 


ot le noyau K(z,y)est =1 pour z>yet =0 pourz<y. On obtient 
ainsi |’équation intégrale 


1 
(2) F(x)= { K(x, 8) f(s)ds. 
uv 


Pour que cette équation ait une solution f(x) de carré intégrable il 
faut et il suffit, d’aprés un théoréme bien connu de M. E. Picard’), que 
la série 


*) Ce théoréme n’est qu’une interprétation habile du beau théoréme de 
M. M. Fischer et Riesz. Voir E. Fischer, Comptes rendus 144 (1907). — F. Riesz, 
Géttinger Nachrichten 1907; Comptes rendus 144 (1907). — E. Picard, Comptes 
rendus 148 (1909); Rendiconti di Palermo 29 (T910). 
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2 ar 


converge. Ici 4; sont les constantes caractéristiques du noyau symétrique 


K (x, y) =f K(z, 8) K(y, #)de = Min(z, y) 


de M. Erhard Schmidt et F, les coefficients 4 la Fourier de F(z) par 
rapport aux fonctions fondamentales y,(z) du méme noyau K(z, y). 
On suppose ici que les fonctions gy, (az) forment un systéme complet. 
Or 
K(z,y)=2 y7sin (n— 4) xa sin(n— 4) ay 


i (n—4)* ) 


et par conséquent 


= (n — 3)'n*, ¢, (2) = V2sin(n — 5) xz, 
ce qui prouve notre théoréme, pourvu que les fonctions 
9, (2) =V 2sin (n —3) nz 
forment un systéme complet dans l’intervalle (0, 1). 
Pour s’en assurer, il suffit, d’aprés un théoréme de M. Stekloff*), 
d’établir qu’on a 


r 


{ P(ayae => [f Pein (n - })xxdz) 


pour tout polynome P(z). 
Cette derniére équation peut étre mise sous la forme 


; 
4 2a\2 14 22\.. ., r 
4 {P( =) dz ->[$fr(®) sin(2n — l)adz| ‘ 
tT) ™ 0 
Or M. de la Vallée Poussin a démontré*) qu’on a 


2 (9 (e)*4e ~ 5 [2foceysin nz dz) 


0 





*) Adolf Kneser, Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathe- 
matischen Physik, Braunschweig (1911), 8. 18. 

%) W. Stekloff, Mémoires de l’Académie des Sciences de St. Pétersbourg 30 Nr. 4 
(1911), 15 Nr. 7 (1908). 

*) Ch. J. de Ja Vallée Poussin. Annales de la Société scientifique de Bruxelles 
17 (1893). Voir aussi W. Stekloff, les travaux cités. — A. Hurwitz, Annales de I’Ecole 
Normale 19 (1902); Math. Ann. 57 (1908). — E. Fischer, Monatshefte fiir Mathematik 
und Physik 15 (1904). 
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quelle que soit la fonction intégrable et de carré intégrable g(x). En 
supposant qu’on ait 
{ a 
+2z x) 
g(x) étant une fonction arbitraire intégrable et de carré intégrable dans 
a 


lintervalle (0, =) la derniére identité prend la forme 


a 


ome TE’ 


2 
x 713 
: p(2)'de—_>)[* { 9 (2)sin(2n— I) dz | : 
0 


a=1 0 


ce qui montre que les fonctions sin(2n — 1)z forment un systéme complet 
dans l’intervalle (0, 1). 


On peut aussi arriver & ce résultat sans recourir aux théorémes de 
M. Stekloff et de M. de la Vallée Poussin. Pour le faire voir, nous 
formerons encore le noyau symétrique de M. Schmidt 


1 
K (x, y) = f K(s, z)K(s, y)ds = Min(1— 2, 1—y) 


2 7 cos (n — }) wxcos(n—}) xy 
a“ (n—})* 


dont les fonctions fondamentales sont 


y,, (2) = V2cos (n _ 5) nz. 


Les fonctions g,(z) et y, (x) forment pour le noyau K(z,y) un 
couple de fonctions fondamentales de M. Schmidt®). Ce noyau, étant 
borné et n’admettant que la ligne z= y comme ligne de discontinuité, 
est complétement défini par les fonctions y,(z), y,(2) et les constantes 


correspondantes 4,. Par conséquent chaque fonction 7(z), orthogonale & 
toutes les gy, (x), rendra l’intégrale 


f K(e, z)z(s)de 


nulle*). Cette intégrale pourtant peut s’écrire sous la forme 


1 
fx(z)de 
-? 
quel que soit z dans l’intervalle (0,1), d’od il s’ensuit que la foncticn 
®) E. Schmidt, Math. Ann. 68 (1907). 


*) E. Goursat, Cours d’Analyse 3 (1915), p. 478; Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse (2) 10 (1908). 
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z(z) est nulle partout dans l’intervalle (0, 1) od elle est continue, ce qui 

montre que les fonctions g,(z) forment un systéme complet. 
L’existence d’une fonction f(z) étant ainsi démontrée dans les con- 

ditions énoncées dans le théoréme, cherchons |’expression de cette fonction. 
Nous poserons pour cela 


f,(#) =A, Py, (2) +4, PF, y,(%) +... +4, Fy, (2). 


La série Ps AF? étant convergente, la suite des fonctions /, (x) 
converge en moyenne vers une limite f(z). On a en effet, d’aprés les 
relations d’orthogonalité des fonctions y,(z)*), 

i 


J Ufa+p(@) — fa(2)] "da = anes Pasa +--+ dnep Pave 


et cette expression tend vers zéro, quel que soit p, lorsque n croit indé- 
finiment. 


D’aprés le théoréme de M. Fischer et M. Riesz, les coefficients a la 
Fourier de la fonction limite f(z) par rapport aux fonction y, (x) sont 


4, F,,. D’autre part, la série e 4? F? étant convergente, on peut intégrer®) 
la série 


D4, F.v4(2) 


1 
qui représente la fonction f(z). Les fonctions F(z) et f K(s, x)f(s)ds 
0 


étant continues et ayant les mémes coefficients a la Fourier relativement 
au systéme orthogonal de fonctions continues y,(z), leur différence sera 
nulle et la fonction f(z) ainsi définie donnera la solution de |’équation 


1 
F(z) = J f(z)dz. 
Remarque. Si F(z) est une fonction discontinue, elle ne peut 


1 
différer de f K (zx, 8)f(s)ds que dans les points d’un ensemble de 
0 


mesure nulle. 


1 1 
7) On a f sin (n-5) azw(zx)dz= + J 008 (n—5) xzw(1 —2z)dz, quel que 
soit w(z). 
*) Ch. J. de la Vallée Poussin, loc. cit. 


(Eingegangen am 27. 8. 1921.) 








Bemerkungen zu der Arbeit des Herrn Bieberbach 
»Uber die Verteilung der Null- und Einsstellen 
analytischer Funktionen“ (Math. Ann. 85). 


Von 


Edmund Landau in Géttingen. 


Der zweite der beiden Satze, deren Beweis die Bieberbachsche Arbeit 
ausmacht, folgt, wie die SchluB-Nr. 10 zeigt, in wenigen Zeilen aus dem 
ersten. Jedoch kann ich den Beweis des Hilfssatzes (Satz III) und den 
Weg von III zu I erheblich abkiirzen (und dadurch die Zwischenstation [’ 
umgehen). Das Ziel lautet: 

Satz I. Gegeben ein ganzes m>0, eim ganzes n>0, positive 
kos By, «++» &, etm & der Strecke 0< 0<1 und einR>O. Dann gibt 
es ein S(m,n,k,,..-,&,,0,R) mit folgender Bigenschaft. Jedes fiir 
z'< R regulare, héchstens m Einsstellen und héchstens n Nullstellen 
ebenda besitzende f(z)= S'a,z” mit |a,|<k, (0<» <n) geniigt fir 


v=0 


z|' < OR der Abschatzung 
f(z)| <8. 

Der Hilfssatz*) lautet: 

Gegeben ein ganzes N>0, positive K,,..., Ky. Dann gibt es ein 
H(N, Ky, ..-, Kw) mit folgender Higenschajt. Jedes fiir |z| <1 regulare 
und dort genau N Nullstellen besitzende F(z) = 5'A,2” mit | A,| < K, 
(0O<»¥<N) geniigt der Abschatzung ne 

Min. | F(z)| < A. 


jz|=1 


*) Der Satz von Rouché lehrt sofort, daB dieser Hilfesatz mit dem Bieberbach- 
schen Satz III gleichwertig ist. Ich brauche nur obige Fassung. 
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AuBer diesem Bieberbachschen Hilfssatz (den ich in § 1 anders be- 
weise) benutze ich zum Beweise von I in § 2 wie er meinen alten Spezial- 
fall m =n = 0 des Satzes I nebet der bekannten Folgerung durch wieder- 
holte Anwendung: 

Es si E>0,0<R,<R,. Dann gibt es ein Q(E, R,, R,) mit 
folgender Higenschajt. Jedes fiir R,<\z|< R, eindeutige, regulare, 
von 0 und 1 verschiedene f(z) mit Min. (|f(z)|< EH geniigt fiir 

|2l= $(R,+Ry) 
z\=3(R,+ R,) der Abschdtzung 


(1) f(z)| <Q. 


§ 1. 
Beweis des Hilfssatzes. 


Aus | F(z)|>P fiir |z|=—1 soll P< H gefolgert werden; P darf da- 
bei > 0 angenommen werden. 
Fir N=0 ist P< | A,|S Ky. 
Fiir N > 0 seien £,,...,&, die Nullstellen. Das durch 
* 


N 

(2) TT (2-¢) =] 0 —&2)F (2) 4(2) 
A=1 i=1 

definierte G(z) = SB,” ist fiir |z'<1 regular; fiir |z|=—1 ist 

v=0 

G(z)| = Fa < os daher ist jedes | B,| < a Die rechte Seite von 


(2) hat also die Majorante 


a” S| 2|" (Kot... + Kwle\" +...) 5 > 18!" 
y=0 v=0 


oN 


= -5 (KX, +...+ Ky s|" +...) (»+1)j2|"; 


im, 


links in (2) hat z¥ den Koeffizienten 1; daher ist 


N 


P<2*3'(N4+1- v)K,=H(N, Ky, ..., Kw). 


r=0 
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§ 2. 
Beweis des Bieberbachschen Satzes I. 

Ich teile die Strecke 0R...R in n+ m-+1 gleiche Teile. In min- 
destens einem der entsprechenden Ringe R, <|z < R, ist f(z) +0 und 
+1. Nach dem Hilfssatz ist, }(R,+ R,)—ec, F(z)=—f(oz) gesetzt 
(Ns), 

Min. | f(z)|< H(N,k,, k,R,...,kwR”)< E(n, ky, ..., k,, R); 


|sl=e 
nach (1) ist daher fiir |z| = 0, also a fortiori fiir |z| << OR 
\f(z)| 5 Q(#, R,, R,) << S(m, n, k,, ..., &,, 8, R). 


n? 


Géttingen, den 9. Januar 1922. 


(Eingegangen am 9. 1. 1922.) 


Carl Neumann zum 90. Geburtstag. 


Von 
Otto Halder in Leipzig. 


Am 7. Mai 1922 vollendet Carl Neumann das 90. Lebensjahr. Die 
Mathematischen Annalen haben alle Ursache, des Tages zu gedenken. 
Neumann hat hinsichtlich der Griindung der Annalen durch einen im 
Jahre 1868 an die Teubnersche Verlagsbuchhandlung geschriebenen Brief 
den Stein ins Rollen gebracht. Zunichst war die Reorganisation einer 
bestehenden Zeitschrift ins Auge gefaBt; nachdem sich der Verlag fiir eine 
neue Zeitschrift entschlossen hatte, iibernahm Neumann mit Clebsch, den 
er als Hauptredakteur vorgeschlagen hatte, zusammen die Herausgabe. 
Er hat dann nach Clebschs Tode bis 1876 der Redaktion allein vor- 
gestanden und ihr von da ab bis heute als Mitwirkender angehért. 

Die Mathematischen Annalen gedenken zugleich der hervorragenden 
wissenschaftlichen Tatigkeit, die der Nestor der lebenden Mathematiker, 
zum Teil in ihren Spalten, entfaltet, und der er, ein Wunder an Gesund- 
heit und Frische, auch jetzt noch nicht entsagt hat. In Neumanns Ar- 
beiten finden wir hauptsachlich zwei Gebiete vertreten: einerseits die Ana- 
lysis mit der Riemannschen Funktionentheorie, den Abelschen Integralen 
und mit den zur Darstellung von Funktionen dienenden Entwicklungen 
nach Kreis-, Zylinder-, Kugel- und Besselschen Funktionen, andererseits 
die theoretische Physik. Zwischen beiden Gebieten steht, sie verbindend, 
die Theorie des Potentials. In dieser hat Neumann eine seiner glinzend- 
sten Leistungen vollbracht, den Existenzbeweis fiir die erste Randwert- 
aufgabe auf Grund des Verfahrens des sogenannten ,,arithmetischen Mittels*. 

Neumanns Beschaftigung mit theoretischer Physik hat wohl auSer in 
seiner doppelseitigen Begabung auch in der Tradition vom Vater her ihre 
Wurzeln. Beim Sohn bestand sie nur in der mathematischen Durcharbei- 
tung der Theorien. So hat er die Prinzipien der Mechanik, die Bewegung 
des starren Kérpers, insbesondere bei reinem Rollen, Probleme der Warme- 
und Elektrizitatsverteilung, aber auch das Webersche Gesetz, die magne- 

Mathematische Annalen. 86. il 
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tische Drehung der Polarisationsebene und die Faraday-Maxwellsche Theorie 
behiudelt. 

Solche rein mathematische Beschaftigung mit physikalischen Fragen 
hatte freilich eine Zeit lang in der Wertschitzung der Fachmianner erheb- 
lich verloren. Vielleicht ist jetzt wieder mehr ihre Zeit gekommen, seit 
Beobachtungen und Experimente iiber neue Strahlenarten und iiber opti- 
sche Vorginge und deren Beziehungen zu astronomischen Erscheinungen 
zahlreiche neue Hypothesen veranlaBt haben, die einander teilweise zu 
widersprechen scheinen. Solche Vorkommnisse erfordern die genauere 
mathematische Durcharbeitung der Theorie. Vielleicht wird hier Neumanns 
Richtung neue Erfolge zeitigen. 

Als akademischer Lehrer hat Carl Neumann in Halle, Basel, Tii- 
bingen und Leipzig, hier von 1868 bis 1910, eine groBe Wirksamkeit aus- 
geiibt. Noch jetzt besteht weitaus die Mehrzahl der mathematischen 
Schulminaner Sachsens aus solchen, die zu seinen FiiBen gesessen, die ihm 
fiir ihre Ausbildung, fiir Beratung und Férderung dankbar sind. 


Beitrige zur Algebra der Logik, insbesondere zum 


Entscheidungsproblem. 


Von 


Heinrich Behmann in Géttingen. 


Einleitung. 


Il. 


Ill. 


IV. 


VI. 


§ 1. Wesen und Aufgabe der Algebra der Logik. 

Die elementare Verkniipfungsaussage. 

§ 2. Symbolik. Rechenregeln fiir umkehrbare Schliisse. 
§ 3. Nicht umkehrbare Schliisse. 

Die Begriffslogik. 

§ 4. Allgemeine und partikulire Aussagen. 

§ 5. Formale Eigenschaften der Operatoren. 

§ 6. Abschlu8 der Begrifissymbolik. 

Das elementare Entscheidungsproblem. 

§ 7. Das praktische Verfahren. 

§ 8. Das Rechnen mit Normalformen. 

Die erste Stufe des allgemeineren Entscheidungsproblems. 


§ 9. Problemstellung. Einfachste Beispiele. 
§ 10. Die Normalform. 
§ 11. Die Klassensymbolik. 


. Vom Entscheidungsproblem zum Eliminationsproblem. 


§ 12. Grundsiatzliche Zuriickfiihrung. 


§ 13. Formulierung des Eliminationsproblems. Ein wichtiges 


Eliminationsergebnis. 
§ 14. Herstellung der Eliminationshauptform. 
Das Eliminationsproblem auf der ersten Stufe. 
§ 15. Rechnerische Lésung. 
§ 16. Anschauliche Lésung. Das allgemeine Ergebnis. 
§ 17. Das Eliminationsproblem fiir mehrere Begriffe. 
11* 
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VII. Anwendungen der bisherigen Ergebnisse. 
§ 18. Anwendungen aus der klassischen Syllogistik. 
§ 19. Anwendungen aus dem Relativkalkiil. 
VIII. Die zweite Stufe des Entscheidungsproblems. 
§ 20. Das Problem der Normalform. 
§ 21. Das Problem der Elimination. Das SchluBergebnis. 
Anhang. Zusammenstellung der Rechenregeln. 


Einleitung. 


§ 1. 
Wesen und Aufgabe der Algebra der Logik. 


Auch noch innerhalb der gegenwiartigen symbolischen Logik hebt sich 
mit hinreichender Klarheit dasjenige Teilgebiet oder, vielleicht besser ge- 
sagt, diejenige besondere Richtung heraus, die, schon verhaltnismaBig friih 
zu einer gewissen Héhe der Ausbildung gelangt, ihrerseits einen nicht 
geringen Anreiz zu der inzwischen erfolgten bedeutenden Entfaltung der 
symbolischen Logik gegeben hat und die man sehr treffend als die Algebra 
der Logik bezeichnet. Wie schon der Name sagt, handelt es sich bei ihr 
in erster Linie um solche Zusammenhange und Fragestellungen, wie sie 
von der Zahlenalgebra her bekannt und geliufig sind, insbesondere um 
die Ausbildung den algebraischen nachgebildeter Rechenverfahren fiir die 
Lésung gewisser hierfiir geeigneter Klassen logischer Aufgaben. 

Wenn auch auBer Frage steht, daB die Algebra der Logik bei ihrer 
Ausbildung von dem Vorbild der hochentwickelten Zahlenalgebra auBer- 
ordentlichen Nutzen gehabt hat — man kann wohl sagen, daB sie ohne 
ein solches Vorbild gewi8 niemals entstanden wire —, da sie nun nicht 
wie jene in jahrhundertelanger Entwicklung — ohne ein fester umrissenes 
Ziel als das der Erweiterung des ihr eigentiimlichen Erkenntnisbereiches 
iiberhaupt und ohne einen klarer vorgezeichneten Weg als den im einzelnen 
Augenblick durch die mehr oder minder zufalligen Neigungen oder gliick- 
lichen Einfalle einzelner Forscher bestimmten — allmahlich ihr Gebiet 
erobern muBte, sondern statt dessen an dem sicheren Leitfaden der Ana- 
logie ihren Weg gleichsam abschreiten durfte, so darf gleichwohl nicht 
verkannt werden, daB, wie dies vielleicht im Wesen des iiberragenden 
Vorbildes iiberhaupt liegt, auch dieses hier doch manche bedenkliche 
Folgen gehabt hat. Es lag hier namlich die Gefahr vor — und so ist 
es denn auch tatsichlich gekommen —, daB die in langer Entwicklung 
gewordene und bewahrte Darstellungs- und Betrachtungsweise der Zahlen- 
algebra nunmehr auf die Logik, die ihrerseits einer Zeichensprache dringend 
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bedurfte und die ohne eine solche in der Tat ,,seit dem Aristoteles... 
keinen Schritt vorwarts hat tun kénnen“ (Kant), in einer allzu duBer- 
lichen Weise als auf ein doch im Grunde wesensfremdes Gebiet iibertragen 
wurde, das mit in Riicksicht zu ziehen den Schépfern jener algebraischen 
Zeichensprache ja niemals hatte in den Sinn kommen kénnen’). 

Dies zeigt sich bereits bei der Benennung und der Bezeichnung der 
grundlegenden Verkniipfungen. Man erkennt hier wirklich keine Nétigung, 
die Verkniipfungen der Disjunktion — des nicht ausschlieBenden ,,oder“ — 
und der Konjunktion — des ,,und“ zwischen Aussagen oder Pri- 
dikaten —, die einander in der symbolischen Logik bekanntlich ganz 
gleichberechtigt gegeniiberstehen, gerade mit den Namen und den Zeichen 
der Addition und der Multiplikation zu versehen. Es wire in der Tat 
genau so berechtigt und nicht weniger sinnvoll gewesen, die Konjunktion 
— als das logische ,,und‘“! — als Addition und die Disjunktion demgegen- 
liber als Multiplikation zu bezeichnen, wie dies von Hilbert*) tatsichlich 
geschieht; vom Standpunkt der Aussagen- oder Inhaltslogik ist der zweite 
Weg genau ebenso der natiirlichere, wie der erste von der Klassen- oder 
Umfangslogik — dem ,,Gebietekalkiil“ der Algebra der Logik — her 
naiher liegen muBte. Ich habe jedenfalls den Eindruck, daB die obige 
falsche Parallele, statt das Verstandnis zu erleichtern, in Wahrheit nur 
Verwirrung gestiftet hat. 

Dazu kam das seltsame Vorurteil, daB, wie in der Zahlenalgebra der 
Hauptgegenstand und das Haupthilfsmittel die Gleichung ist, darum auch 
in der Logik jede Aussage sich als Gleichung — d. h. als die besondere 
Aussage der Gleichheit zweier GréBen — darstellen miisse. Aussagen, 
die sich dieser Forderung nicht oder doch nur allzu gezwungen fiigen 
wollten, wurden immerhin als ,,Ungleichungen“ geduldet und als solche, 
freilich mit einer gewissen Zuriickhaltung, mit in den Kreis der Betrach- 
tung gezogen. Diese der Logik aufgezwungene kiinstliche Darstellung ver- 
half ihr denn auch zu einem Scheinreichtum, der eben nur durch die 
Weitschweifigkeit und unfruchtbare Vielfiltigkeit der Darstellungsmittel 
vorgetéuscht wurde. 

Mochte diese Abhingigkeit der logischen von der Zahlenalgebra im 
Anfange vielleicht auch unvermeidlich sein, so hatte sich doch, wie ich 
meine, das Streben ihrer Vertreter schon sehr viel friiher, als es tatsich- 
lich durch Peano geschehen ist, darauf richten miissen, sich so bald wie 


*) Der geriigte Fehler entspricht genau demjenigen der klassischen Logik, daB 
sie sich von dem fiir sie im Anfange in der Tat unerliBlichen Vorbild der Sprache 
auch spaiter nicht hat losreiBen kénnen, wihrend diese ja von Hause aus gewif 
nicht als ein Hilfsmittel zum logischen Denken gemeint ist. 

*) Vorlesung iiber die Prinzipien der Mathematik. 
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méglich von diesem Zwange zu befreien — noch ehe man die Algebra 
der Logik auf Gebiete ausdehnte, denen sie in ihrer seitherigen Gestalt 
unméglich voll gerecht werden konnte. Denn tatsichlich beherrschte das 
Vorbild der Zahlenalgebra nicht bloB das Darstellungs- und Rechnungs- 
schema, sondern dariiber hinaus sogar die besonderen Fragestellungen wie 
die allgemeine Zielsetzung der logischen Algebra, ohne daB auf die doch 
unzweifelhaft vorhandenen Eigenbediirfnisse der Logik angemessen Riick- 
sicht genommen wurde. Dies ging sogar so weit, daB allgemeine Ergeb- 
nisse, die in rein formal-algebraischer Absicht gewonnen waren, nun auch 
stets nur von dem gleichen Standpunkt gewertet wurden, ohne da8 ihr 
in der Tat ganz hervorragender Wert fiir die Logik als allgemeine Denk- 
lehre iiberhaupt Beachtung fand — wahrend auf der anderen Seite manche 
Dinge als bedeutsame Errungenschaften des Kalkiils gefeiert wurden, die, 
als Ausdruck rein logischer Sachverhalte verstanden, wohl das AuBerste 
an Plattheit darstellen, was selbst innerhalb der Logik als der Lehre von 
dem ,,Selbstverstindlichen‘‘ eben noch ertriglich ist. (Schréders klassi- 
sche Darstellung der Algebra der Logik bietet hierfiir mehr als ein Beispiel.) 

Durch die vorstehenden Erwagungen ist der Zweck der gegenwartigen 
Abhandlung nach ihrer negativen Seite bereits gekennzeichnet. Positiv 
soll versucht werden, die heutige Héhe der Entwicklung der allgemeinen 
symbolischen Logik nun auch fiir das Sondergebiet der Algebra der Logik 
fruchtbar zu machen, dieses Gebiet auf eine neue Weise und vor allem 
mit neuen, angemesseneren Darstellungsmitteln wenigstens in seinen grund- 
legenden Teilen aufzubauen. Freilich soll dieser Aufbau auch innerhalb 
dieser Beschrankung nicht vollstandig geleistet, vielmehr nur in seinen 
Hauptziigen entwickelt werden. Um dieser insofern vorlaufigen Darstel- 
lung nichtsdestoweniger eine gewisse innere Geschlossenheit zu geben, 
méchte ich ihr gewissermaBen als Leitgedanken die Aufgabe zuweisen, zu 
der Lésung des folgenden logischen Problems beizutragen, das ich geradezu 
als das Hauptproblem der symbolischen Logik bezeichnen michte: 

Es soll eine ganz bestimmte allgemeine Vorschrift angegeben werden, 
die iiber die Richtigkeit oder Falschheit einer beliebig vorgelegten mit 
rein logischen Mitteln darstellbaren Behauptung nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten zu entscheiden gestattet, oder zum mindesten dieses 
Ziel innerhalb derjenigen — genau festzulegenden -—- Grenzen verwirk- 
licht werden, innerhalb deren seine Verwirklichung tatsdchlich médglich ist. 

Wenn auch heute selbstverstandlich noch nicht im entferntesten daran 
gedacht werden kann, dieses Problem, dessen Auflésung die ganze Mathe- 
matik in eine ungeheure Trivialitét verwandeln wiirde*), in seiner vollen 


s) Wie pamentlich Peano und Russell erkannt haben, la8t sich in der Tat jeder 
mathematische Satz letztlich als ein rein logischer Sachverhalt auffassen. 
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Allgemeinheit in Angriff zu nehmen, so verlohnt es sich, wie ich glaube, 
dennoch — und eben dies soll im folgenden geschehen —, es wenigstens 
fiir einen passend gewahlten bescheideneren Bereich von Aussagen voll- 
stindig durchzufiihren, der nichtsdestoweniger iiber den von der Algebra 
der Logik — im Gegensatz zur symbolischen Logik iiberhaupt — bisher 
in Betracht gezogenen Aussagenbereich in einer gewissen Hinsicht ganz 
erheblich hinausgeht. Und zwar wird es sich in der vorliegenden Unter- 
suchung letztlich um denjenigen Bereich von Aussagen handeln, den 
Whitehead und Russell‘) als die zweite Aussagenordnung bezeichnen, 
mit der Einschrinkung freilich, daB an logischen Allgemeinheiten im 
wesentlichen nur Eigenschaften — bzw. Klassen —, von den Beziehungen 
dagegen nur die rein logische der Identitét als Grundbestandteile auf- 
treten diirfen. 

Die Darstellungsform wird nicht die axiomatische sein, sondern es 
sollen hier die Bediirfnisse des praktischen Rechnens im Vordergrund 
stehen. Das Ziel ist also nicht, alles auf eine méglichst geringe Zahl 
logisch voneinander unabhangiger Formeln und Regeln zuriickzufiihren; 
im Gegenteil werden méglichst leicht aufzufassende und dabei méglichst 
weittragende Regeln in solcher Anzahl gegeben werden, wie nach meiner 
Ansicht dem praktischen Bediirfnis entspricht. Dabei wird uns die logische 
Abhangigkeit von Regeln durchaus nicht kiimmern, sofern diesen nur eine 
selbstindige praktische Bedeutung zuerkannt wird. Der Beweis der Re- 
geln, soweit ein solcher gegeben wird, wird infolgedessen nicht im eigent- 
lichen Sinne ein Zuriickfiihren auf Axiome sein kénnen; vielmehr erstrebe 
ich in der gegenwirtigen Abhandlung nichts weiter, als ihre Giiltigkeit 
zur klaren Einsicht zu bringen. Ich werde mich also hier durchaus mit 
demjenigen Ma8 von Strenge begniigen, das gemeinhin von mathematischen 
Untersuchungen gefordert zu werden pflegt, wo man seine Ergebnisse 
durch einleuchtende Schliisse und Uberlegungen gewinnt, ohne die Richtig- 
keit der verwendeten SchluBweisen ihrerseits zu beweisen. Selbstverstand- 
lich soll damit weder der Wert eines rein axiomatischen Aufbaus iiber- 
haupt bestritten noch einem solchen durch den hier gewahlten Weg vor- 
gegrifien werden. Es schien mir eben nur nicht ratsam, eine Unter- 
suchung, die zu einem wesentlichen Teile der Aufweisung never Erkennt- 
nisse dient, bereits mit derartigen Forderungen zu beschweren, denen in 
einer spiteren mehr systematischen Darstellung des Gesamtgebietes ohne- 
hin leicht Geniige geschehen kann. 


*) A.N. Whitehead and B. Russell, Principia Mathematica. 
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I. Die elementare Verknipfungsaussage. 


§ 2. 
Symbolik. Rechenregeln fiir umkehrbare Schiliisse. 


Eines der wichtigsten Erfordernisse fiir die folgende Untersuchung 
ist die Bereitstellung einer geeigneten Symbolik. Es miéchte hier als 
das Gegebene erscheinen, die alte Schrédersche Symbolik durch diejenige 
neuere zu ersetzen, die gegenwartig am meisten geschitzt wird und wohl 
am ehesten Aussicht hat, allgemein durchzudringen, namlich die der 
Principia Mathematica von Whitehead und Russell. Aber so dringend 
wichtig die Einheitlichkeit der Bezeichnung auch zweifellos ist und so 
sehr alles vermieden werden sollte, was sie ohne Not gefahrdet, so darf 
es dessenungeachtet nicht verwehrt sein, sich fiir bestimmte Sonderzwecke 
innerhalb der symbolischen Logik, wie den gegenwirtigen des logischen 
Rechnens, einer in gewissen Punkten abweichenden Symbolik zu bedienen, 
die gerade das fiir diesen besonderen Zweck wesentliche Gefiige der Aus- 
sage und auch nur dieses in der irgend erreichbaren iibersichtlichsten und 
gedringtesten Form zum Ausdruck bringt. Denn nichts ist bei langeren 
Rechnungen hinderlicher, als allerlei fiir den gerade vorliegenden Zweck 
unnétiges und dabei den Uberblick hinderndes Beiwerk mitschleppen zu 
miissen; so niitzlich gerade dieses Beiwerk in anderer Absicht — z. B. 
fiir die Heraushebung einer bestimmten beabsichtigten oder vorzugsweise 
interessierenden Lesart der fraglichen Aussage — gelegentlich sein mag. 
Dazu kommt noch, daB, je sorgfaltiger und sparsamer das System der 
symbolischen Grundzeichen ausgewahlt worden ist, um so einfacher und 
durchsichtiger die festzustellenden allgemeinen GesetzmaBigkeiten ausfallen 
werden. Eine notwendige Vorbedingung fiir eine derartige Sonderbezeich- 
nung ist freilich, daB die Zeichen der besonderen Symbolik nicht bereits 
in der allgemeinen in abweichender Bedeutung gebraucht werden. 

Eine Aussage, auf deren besonderen Inhalt es nicht ankommt, werde 
durch einen der Buchstaben p,q, 1,8 bezeichnet. Ich schreibe die Nega- 
tion einer Aussage p, wie in der Algebra der Logik zumeist iiblich, als 

P, 
zu lesen: ,,nicht-p*. Die Disjunktion®)*) von p und q, d.h. die Ver- 
®) Dies Wort darf hier offentar — wie manches andere in der Mathematik — 
nicht in seinem urspriinglichen Wortsinne verstanden werden. Es kann jedoch nicht 
entbehrt werden, da die Sprache fiir die oben gemeinte Beziehung keinen angemesse- 
nen Ausdruck hat. 

*) Sollte auf eine kurze Sonderbezeichniing der verkniipfenden Tatigkeit wie 

auch der Verkniipfungsglieder Wert gelegt werden, so steht nach meiner Ansicht 
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kniipfung durch das nicht ausschlieBende ,,oder“, bezeichne ich (mit einer 
gewissen Anlehnung an Hilbert, der sie freilich als Produkt auffaBt) als 


Pq 


ohne besonderes Verkniipfungszeichen. Die Konjunktion*) ,,p und g“‘ und 
die Implikation oder Folgebeziehung ,,wenn p, so gq“ stellen sich dann 
augenscheinlich als 


Pa und Pq 
dar, bediirfen also keiner neuen Zeichen. 

Durch diese Auswahl] und Bezeichnung der Grundverkniipfungen ist 
ein Ziel, das bereits Frege*) vorgeschwebt hat, in der wohl denkbar ein- 
fachsten Weise erreicht. Obgleich Frege erkannt hatte, daB man beim 
logischen Rechnen, abgesehen von der Méglichkeit der Einsetzung beson- 
derer Werte in eine allgemeine Form, grundsatzlich mit der einen inhalt- 
lichen d. h. als solche nicht selbst symbolisch darzustellenden — 
SchluBregel auskommen wiirde: ,,Eine von einer richtigen implizierte Aus- 
sage ist selbst richtig‘‘, entschied er sich doch in der Praxis dafiir, eine 
Mehrheit von SchluBregeln von méglichster Einfachheit, dabei aber von 
méglichst groBer praktischer Tragweite, bereitzustellen, deren wesentliches 
Ziel mithin die Bequemlichkeit 2es logischen Rechnens war. Augenschein- 
lich um die Anzahl der erforderlichen Fallunterscheidungen nach Méglich- 
keit herabzudriicken, stellt Frege alle Aussagenverkniipfungen durch die 
beiden einzigen der Negation und der Implikation dar, von denen die erste 
iiberhaupt unentbehrlich, die zweite aber die fiir den ProzeB des logischen 
SchlieBens belangreichste ist. Ungliicklicherweise stellen sich nun aber 
die symmetrischen Verkniipfungen der Disjunktion und der Konjunktion 
in der Folge in unsymmetrischer Weise dar, wodurch die Ubersicht und 
die Handhabung in hohem Grade erschwert wird. 

Alle Ubelstande der Fregeschen Aussagensymbolik, unter anderem auch 
die recht laistige Mehrzeiligkeit der Formeln, fallen nun mit einem Schlage 
weg, wenn man statt der Implikation die Disjunktion zugrunde legt (gegen 
die Bevorzugung der Konjunktion sprechen gewisse Bequemlichkeitsgriinde) 
und diese obendrein auf die denkbar einfachste Weise, durch die bloBe 
Nebeneinanderstellung, ausdriickt. Der volle Gehalt der Fregeschen Re- 
geln*) fiir umkehrbare Schliisse stellt sich dann in der folgenden ein- 
fachen und iibersichtlichen Weise dar: 





nichts im Wege, nach dem Vorbild der arithmetischen Fachsprache hier von_,dis- 
jungieren“, ,konjungieren“, ,Disjungenden“ und ,Konjungenden“ zu sprechen. Prak- 
tisch kommt man freilich mit den von mir durchweg verwendeten naheliegenden 
Umschreibungen vollkommen aus. 

*) G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik. Vgl. insbesondere 1, S. 25—26. 

*) Grundgesetze 1, S. 61. 
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I. Satz von der doppelten Verneinung. Doppelte Verneinungs- 
striche iiber demselben Bestandteil einer Aussage kénnen nach Belieben 
gesetzt oder weggelassen werden. piyr+>+(piq)r. 


II’. Vereinigungssatz. Disjunktionsglieder kinnen nach Belieben 
zusammengefapt oder getrennt werden. (Klammern sind somit entbehr- 
lich ). (pq)r« >p(qr)<>paqr. 

III’. Vertauschungssatz. Die Reihenfolge der Glieder einer Dis- 
junktion ist beliebig. pQri<+>sqpr. 

IV’. Verschmelzungssatz. Tritt in einer Disjunktion ein Glied 
mehrmals auf, so braucht es nur einmal gesetzt zu werden, und umgekehrt. 
PPI<+> Pq. 

Zu diesen Regeln ist noch folgendes zu bemerken: 

Die Regeln I und II’ — der beigesetzte Strich nimmt Riicksicht 
auf eine spaitere Erweiterung — sind bei Frege nicht ausdriicklich formu- 
liert, hier aber der Vollstandigkeit halber erginzt. 

Es mag beachtet werden, wie gerade die Regel II’ dazu beitragt, 
daB letztlich allein noch der fiir den RechenprozeB wesentliche Gehalt 
der Aussage zum Ausdruck gebracht wird. So kann z. B. ein Ausdruck wie 


par 

gelesen werden: ,,Entweder gilt p nicht oder g gilt nicht oder r gilt“ 

dies ist die schematischste und daher unlebendigste Art der Auffassung — 
oder: ,,Wenn p gilt, so gilt, wenn qg gilt, auch r“ oder: ,.Wenn p und g 
gelten, so gilt auch r“ — wohl die praktisch zumeist wertvollste Lesart —, 
womit freilich noch keineswegs alle Méglichkeiten erschépft sind. Soll im 
besonderen Fall eine bestimmte Lesart nahegelegt werden, so kann dies 
leicht durch Klammern oder auch durch doppelte Verneinungsstriche ge- 
schehen. So wiirden z. B. die Schreibungen 


p(qr) und par 
vorzugsweise auf die zweite und die dritte der obigen Deutungen abzielen. 
Die Regel III’ faBt die Fregeschen Regeln 2 und 3 in eine m- 
sammen, die ihrerseits einfacher ist als jede von diesen. 
Die Regel IV’ ist sogar starker als die Fregesche Regel 4, die nur 
von den Vordersatzen einer Implikation handelt. 


§ 3. 
Nicht umkehrbare Schliisse. 


Die durch die Regeln I—IV’ beschriebenen Prozesse hatte ich vorhin 
als ,,umkehrbare Schliisse“‘ bezeichnet. Sie wiirden statt dessen, da sie 
sozusagen auf bloBe Umformungen der gegebenen Aussage hinauslaufen, 
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vielleicht auch den Namen ,,uneigentliche Schliisse verdienen. In der 
klassischen Logik — wohl aus dem zuletzt genannten Grunde — einiger- 
maBen miBachtet, sind sie in der Tat erst durch die moderne symbolische 
Logik zu ihrem wahren Recht gekommen. Die Algebra der Logik, so 
wie sie hier verstanden werden soll, insbesondere auch das nachher zu 
entwickelnde Entscheidungsverfahren, hat sogar die Eigentiimlichkeit, un- 
geachtet der Tatsache, daB sie gerade auch in dem nicht umkehrbaren 
Schlu8 einen wichtigen Gegenstand ihrer Forschung sieht, doch selber aus- 
schlieBlich mit umkehrbaren Schliissen zu arbeiten, derart, da also jede ihrer 
SchluBketten ohne weiteres auch riickwirts durchlaufen werden kann. 


Um jedoch die besondere Eignung der hier verwendeten Symbolik 
gerade auch fiir das Arbeiten mit nicht umkehrbaren Schliissen zu zeigen, 
méchte ich auch dieses Thema wenigstens streifen und gebe in dieser Ab- 
sicht zunachst die einfache Regel an, die in unserer Symbolik die drei 
Fregeschen SchluBregeln 6—8 nicht nur ersetzt, sondern sogar noch iiber- 
bietet. Ich formuliere sie als: 


V. Eliminationssatz. Aus irgend zwei richtigen Aussagen erhdlt 
man wieder eine richtige, indem man gegebenenfalls einmal ein freies 
Disjunktionaglied (d.h. nicht ein Glied einer selbst unter Verneinungs- 
strichen stehenden Disjunktion) der einen Aussage, das sich von einem 
solchen der anderen Aussage nur durch den dariibergesetzten Verneinungs- 
strich unterscheidet, gegen dieses weghebt und die iibrigen disjunktiv 
verkniipft. (Hierbei ist vorausgesetzt, daB die Aussage selbst auch als 
eingliedrige Disjunktion gefaBt werden darf.) Z.B.: pqgr, @rps— pps. 

Der wichtigste Sonderfall dieses Satzes ist derjenige der Fregeschen 
Regel 6, wo der eine der beiden Vordersitze als eingliedrige Disjunktion 
behandelt wird, in Zeichen: p, pqg—q. 


Die Regel V verkérpert, wie schon gesagt, den eigentlichen SchluB, 
denjenigen, bei welchem die Vordersatze ihrerseits aus dem SchluBeatz 
nicht wieder zuriickgewonnen werden kénnen, dieser also weniger besagt 
als jene zusammen. — Ihre Giiltigkeit ist wie folgt einzusehen: Auf 
Grund der gegenwartigen Symbolik stellen die Vordersitze sich als — 
gegebenenfalls eingliedrige — Disjunktionen dar. Unter den Disjunktions- 
gliedern ist beide Male mindestens ein richtiges, da ja sonst die Disjunk- 
tionen selber nicht richtig waren, im ganzen also mindestens zwei. Nun 
entateht der SchluBsatz durch Weglassung zweier Glieder, von denen ge- 
wiB eines richtig und eines falsch ist, und Vereinigung der iibrigen, hat 
also seinerseits immer noch mindestens ein richtiges Disjunktionsglied 
und ist folglich selbst richtig. — Anschaulich mag man sich den Inhalt 
der Regel etwa so klar machen: Man denke sich zwei GefaBe mit teils 
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weiBen, teils schwarzen Kugeln. Es sei bekannt, daB jedes der beiden 
GefaBe mindestens eine weiBe Kugel enthalt. Wird nun der Inhalt der 
Gefai8e in einem dritten zusammengeschiittet und werden aus dem Gemisch 
zwei Kugeln verschiedener Farbe entfernt, so enthalt das dritte GefaB 
auch dann noch gewi8 mindestens eine weiBe Kugel. 

Natiirlich darf man nicht etwa mehr als ein Paar Glieder gleichzeitig 
wegheben. Haben namlich die Vordersatze nur je ein richtiges Glied — 
dessen Verneinung dann jeweils in der anderen Aussage auftritt —, so 
wird, wenn man beide Gliederpaare weghebt, der SchluBsatz sicher falsch. 
So folgt aus pgr und pq nicht etwa r, denn falls p und q verschiedenen 
Wahrheitswert haben, sind die Vordersitze offenbar erfiillt, unabhaingig 
von der Geltung von r. Tatsiichlich wiirde die Regel V hier nur die tri- 
vialen Folgerungen prp und grq gestatten. 

Die Regel V ist iibrigens noch einer Verallgemeinerung fahig, die 
liber den in Freges ,,Grundgesetzen der Arithmetik“‘ dargelegten Standpunkt 
noch erheblich hinausgeht. Um diese zu gewinnen, wollen wir jene Regel 
zunachst ein wenig anders fassen. 

Ist uns irgendeine als richtig vorausgesetzte Aussage in der Form einer 
— médglicherweise eingliedrigen — Disjunktion gegeben, z. B. pgr, so 
kann man augenscheinlich irgendeines der freien Disjunktionsglieder, etwa gq, 
durch eine von ihm implizierte Aussage ersetzen, d. h. durch eine solche, 
deren Richtigkeit zum mindesten fiir den Fall der Richtigkeit von g verbiirgt 
ist, ohne damit die Richtigkeit der gegebenen Aussage zu gefahrden, weil 
dadurch die Anzahl der richtigen Disjunktionsglieder ja héchstens noch 
vermehrt wird. Mit anderen Worten: Gilt gr und iiberdies 7s, so gilt 
gewiB auch per. Oder allgemein: Eine Aussage bleibt richtig, wenn man 
ein freies Disjunktionsglied durch eine von ihm implizierte Aussage er- 
setzt. Diese Regel ist nur scheinbar eingeschrankter als V; in Wahrheit 
leistet sie genau dasselbe, da man vermége der Regel II’ irgendeinen 
der Vordersitze stets passend als Implikation schreiben kann. 

Eben diese letzte unsymmetrische Form der Regel V lat sich nun 
von den freien Disjunktionsgliedern auf beliebige Bestandteile der ge- 
gebenen Aussage sinngema&B erweitern. 

Betrachten wir etwa die Aussage pqr oder die Aussage pgr. Hier darf 
der Bestandteil p, der ja kein freies Disjunktionsglied ist — im Gegensatz 
zu p bew. pg — nicht ohne weiteres durch eine von p implizierte Aussage 
ersetzt werden, da seine Falschheit hier ja gerade der giinstige Fall ist und 
nicht gestért werden darf, vielmehr nur durch eine solche, die falsch ist, 
wenn 7p falsch ist, m. a. W. durch eine Aussage, die ihrerseits p impliziert. 

Um die fragliche Regel allgemein zu fassen, verstehen wir zunichst 
allgemein unter einem ,,Bestandteil‘‘ einer Aussage eine Teilaussage — unter 


Algebra der Logik. 178 


anderem auch die gegebene Aussage selbst —, von der aus die gegebene 
Aussage als durch die Verkniipfungen der Negation und der Disjunktion — 
zu denen spater noch die Konjunktion und die beiden Verallgemeinerungs- 
operationen treten werden — aufgebaut gedacht werden kann. Ein Be- 
standteil soll insbesondere gerade heiBen, wenn er keinen oder eine gerade 
Anzahl von Verneinungsstrichen iiber sich hat — auch die iiber ihn hin- 
wegstreichenden mitgezahlt —, sonst ungerade. So sind in pgr die Be- 
standteile p, pg,r gerade, B, q, fq dagegen ungerade, wahrend z. B. pg 
oder gr tiberhaupt kein Bestandteil der Aussage ist. Es gilt dann die 
folgende einfache 


Implikationsregel V. Aus einer richtigen Aussage erhdlt man 
wieder eine richtige, wenn man einen geraden Bestandteil durch eine von 
thm implizierte oder einen ungeraden durch eine thn implizierende Aus- 
sage erseizt. 

Um diese Regel — wie iibrigens auch eine spiater aufzustellende — 
noch ein wenig sinnfalliger fassen zu kénnen, fiihre ich die folgende Rede- 
weise ein: Gilt die Implikation jg ohne die umgekehrte pg, so soll p 
, Starker‘ als gq heiBen und andererseits gq ,,schwdcher’‘ als p. Die 
schwiichere Aussage kann also stets aus der starkeren erschlossen werden 
— sie ist gewissermaBen in ihr mit enthalten —, aber nicht umgekehrt. 
Gelten beide Implikationen gleichzeitig, so heiBen p und g bekanntlich 
,»aquivalent“. (Augenscheinlich geht eine symbolisch darstellbare Aus- 
sage durch Ersetzung eines Bestandteils durch einen Aquivalenten selbst 
in eine dquivalente iiber.) 

Praktisch werden wir diese Redeweise freilich zumeist nicht streng 
im Sinne dieser Erklarung verwenden, sondern eine Aussage p vielmehr 
schon starker als eine Aussage gq nennen, sobald die Giiltigkeit der Im- 
plikation jg feststeht, waihrend die der umgekehrten Implikation nicht 
ersichtlich oder im Augenblick nicht von Belang ist. Kurz gesagt: Wir 
werden zur Vermeidung von Weitlaufigkeiten im Ausdruck die Worte 
,, Starker“ und ,,schwacher“ entgegen der genauen Wortbedeutung vorzugs- 
weise im Sinne von ,,starker oder aquivalent“ und ,,schwacher oder aqui- 
valent‘‘ verwenden. 


Behalten wir dies im Auge, so werden wir die Regel V nunmehr 
auch so aussprechen kénnen: 

Aus einer richtigen Aussage erhalt man wieder eine richtige, indem 
man einen geraden Bestandteil abschwiacht oder einen ungeraden ver- 
starkt. 

Gegeniiber der Regel V ist dies bereits eine viel tiefer eindringende 
SchluBweise. Ihre eigentliche Tragweite kann freilich erst klargemacht 
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werden, nachdem wir, wie dies sogleich geschehen wird, zu allgemeinen 
Aussagen iibergegangen sind. Der Beweis mag hier iibergangen werden; 
er ergibt sich iibrigens am einfachsten durch Zuriickfiihrung der gegebenen 
Aussage auf eine der sogenannten Normalformen. 


IL. Die Begriffslogik. 


§ 4. 
Allgemeine und partikulire Aussagen. 


AuBer den beiden Worten ,,nicht‘‘ und ,,oder“ brauchen wir in der 
Logik als drittes noch das Wort ,,alle“. Bezeichnen wir mit 


f, 


die Aussage: ,,Das Ding (Individuum) a fallt unter den Begriff f (hat die 
Eigenschaft f)*, so soll 
zf, 


die Aussage bedeuten: ,,Alle Dinge (eines gewissen einwandfrei festgelegt 
zu denkenden Bereiches) fallen unter den Begriff f‘‘. (Die obige Bezeich- 
nung ist nur eine gedrangtere Form derjenigen von Whitehead und Russell.) 
Die Aussage: ,,Es gibt mindestens ein Ding, das unter den Begriff f fallt*, 


oder: ,,Der Umfang des Begriffes f ist nicht leer“ stellt sich dann augen- 
scheinlich als 


xf, 
dar, d.h. ,,Es ist falech, da8 f, fiir alle x nicht gilt“. 
Man erkennt nun leicht, daB die Regeln I—V auch dann giiltig bleiben, 
wenn die in Rede stehenden Aussagen von einem Operator z beherrscht 


werden. Vor allem ist bemerkenswert, daB die neue Implikationsregel 7. 
bei der jetzt die Hilfsimplikation als allgemein, d.h. als von der Form 


=f.9: 
vorauszusetzen ist, mit einem Schlage alle von der symbolischen Logik 
als rechtmaBig anerkannten Aristotelischen Schliisse zu ziehen gestattet. 
Die Schliisse mit zwei allgemeinen Vordersitzen lieBen sich sogar schon 
nach der neuen Regel V* erledigen, wahrend bei den iibrigen Schliissen 
stets der allgemeine Vordersatz als Hilfsimplikation fiir V* dient. 
Als Beispiel sei zunichst der Schlu8 Barbara 


xf, Ge: 2g,h, > xf,h, 
angefiihrt, der sich richtig schon nach V* ergibt. Weiter der Schlu8 Ferio: 


2f,9., 2g.h,-»xf,h,. 
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Da g, allgemein h, impliziert, kann g, im ersten Vordersatz nach V* durch 
h, ersetzt werden, womit dieser in den Schlu@satz iibergeht. Ganz ent- 
sprechend bei den iibrigen Aristotelischen Schliissen”). 

Nach V* lat sich der SchluS Barbara iibrigens, wie alle Schliisse mit 
zwei allgemeinen Vordersatzen, auf zweifache Weise behandeln, indem man 
entweder vermége des zweiten Vordersatzes g_ als h, oder aber vermége des 
ersten g, als f, implizierend betrachtet und jeweils in dem anderen Vorder- 
satz die beziigliche Ersetzung vornimmt. 

Bei der obigen Verwendung der Symbolik habe ich mir eine Freiheit 
gestattet, die aber wohl kaum der ausdriicklichen Rechtfertigung bedarf. 
Offenbar war es unndtig, oben ausdriicklich x(f,g,) zu schreiben, weil 
das g., als von 2 abhangig, ja notwendig zum Wirkungsbereich des 
Operators x gehért und mithin keine Gefahr besteht, daB die Aussage 
falschlich als (xf,)g, gelesen wird. Aber auch wenn der zweite Bestandteil 
von x unabhingig ware, die Aussage also z. B. zf,p lautete, bliebe die 
klammerfreie Schreibung unbedenklich, wegen der naheliegenden Aqui- 
valenzen : 

«(f.p) +> (xf,)p+> pf, +> p2f,, 
wo auch die letzten beiden Schreibungen je nur eine Lesart zulassen. 
Anders gewendet: Es ist fiir die Richtigkeit der Aussage xf_p gleich- 
giiltig, ob man das p in den Wirkungsbereich des Operators x einbezieht 
oder nicht. Allgemein: 

Der Wirkungsbereich eines Operators erstreckt sich beliebig weit 
nach rechts — sofern nicht etwa ausdriicklich Klammern gesetzt sind 
oder Verneinungsstriche dies hindern —, mindestens aber bis zur letzten 
durch die Verwendung des gleichen Buchstabens als zugehérig gekenn- 
zeichneten Argumentstelle. 


Ubrigens ist der Ausdruck 


=f, 
oben insofern bloB als allgemeines Schema aufzufassen, als in Wirklich- 
keit f, und p selber auch zusammengesetzte Ausdriicke sein kénnen, die 
noch von irgendwelchen anderen Dingen y, z,... abhangen. Vorausgesetzt 
ist nur, daB p nicht von x abhangt. 
Vergleichen wir einen Augenblick die drei Aussagen 


xf,pq, f,P% f.Pq, 
so erkennen wir leicht alle drei als aquivalent. Die erste bedeutet nam- 
lich: ,,Entweder gibt es ein z, das f, erfiillt, oder p gilt oder g gilt“, 


*) Abgesehen freilich von den spater noch zu erérternden p-Schliissen. 
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die zweite: ,,Entweder gibt es ein z, so daB entweder /, oder p gilt, oder 
es gilt g“, und schlieBlich die dritte: ,,Es gibt ein x, so daB entweder 
f, oder p oder g gilt“. Man kann also den Doppelstrich tiber dem 
Operanden, der hier die Klammer erspart, beliebig nach rechts verlangern, 
ohne an der Richtigkeit oder Falschheit der Aussage etwas zu andern. 
Es wiirde somit augenscheinlich geniigen, den partikularen Charakter der 
Aussage bloB an dem Operator anzudeuten, da die ausdriickliche Abgrenzung 
des Operanden hier in der Tat bloBer Ballast ist. Dies soll nun dadurch 
gesthehen, daB wir die iibereinanderliegenden Teile der Verneinungsstriche 
gewissermaBen vollstindig gegeneinander ,,wegheben‘‘ und die obige Aus- 
sage demgemaB einfach als 

=f.Pq 
schreiben, wo der Wirkungsbereich wiederum beliebig ist*®). Die Aus- 
sage zf, (,,Es gibt ein x von der Eigenschaft /‘) schreiben wir somit 
einfach 

Sf... 


Es bestehen nun augenscheinlich die Aquivalenzen: 


af,<«>Zf, Ef. «+ af. 
(VI*) tYfzy**ZHf,y FHfey+>*HLey 
tif.,+> yf, Zyf.,+> 2Uf_, ust. 


wobei die spiteren Zeilen einfach durch wiederholte Anwendung der 
Formeln der ersten entstehen. In Worten: Die Negation einer Operator- 
aussage wird ausgefiihrt, indem man den Verneinungsstrich zwischen und 
nach den voranstehenden Operatoren unterbricht, entstehende Doppelstriche 
aber sogleich weglapt. 

Damit ist unserem allgemeinen Operator x auf ganz natiirliche Weise 
der partikulare Operator Z an die Seite getreten. Auch auf die von einem 
partikularen Operator beherrschten Aussagen sind die Regeln I—IV’ ohne 
weiteres anwendbar, dagegen nicht mehr die Regel V, der hier vielmehr 
ein duales Gegenstiick ohne praktisches Interesse entspricht. Dagegen 


%) Allerdings ist hierbei vorausgesetzt, daB es mindestens ein Individuum gibt. 
Wire namlich der Individuenbereich leer, 80 wire, im Falle daB p eine richtige Aus- 
sage ist, von den beiden Aussagen 


@(f2p) und (2f.)p 


offenbar die erste Aussage falsch — denn gibt e3 iiberhaupt kein z, so gibt es auch 
keines von einer irgendwie gearteten Eigenschaft —, die zweite dagegen richtig, da 
ja nach Voraussetzung ihr zweites Disjunktionsglied richtig ist. In diesem trivialen 
Ausnehmefall hért der oben beschriebene ProzeB also auf, eine aquivalente Umformung 
darzustellen. 
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gilt die Implikationsregel V* nach wie vor, da die Anzahl der Verneinungs- 
striche iiber irgendeinem Bestandteil sich ja nur um eine gerade Zahl 
vermindert haben kann; nur muB die Hilfsimplikation, wie gesagt, stets 
eine allgemeine sein. 


§ 5. 
Formale Eigenschaften der Operatoren. 


Vom Standpunkt des logischen Rechnens scheint es mir eine recht 
niitzliche Bemerkung, daB die Operatoren x und Z sich bis zu einem ge- 
wissen Grade selber den fiir die Verkniipfung von Aussagen giiltigen Ge- 
setzen fiigen. Es liegt in der Tat nahe, unsere Regeln II’ und III’ gerade 
in der folgenden Form zu verallgemeinern: 

Il*. Treten in einer Disjunktion oder Konjunktion™) Operatoren 
auf, so diirfen die vorkommenden Symbole nach Belieben zusammen- 
gefaft und getrennt werden, mit der Einschrankung jedoch, daB kein Ar- 
gument von dem zugehérigen Operator in einer diesen Zusammenhang 
mifachtenden Weise getrennt werden darf. 

III*. Auch die Reihenfolge der vorkommenden Symbole ist beliebig, 
mit den beiden Einschrénkungen, daB 1. jeder Operator links von den 
zugehorigen Argumenten bleiben muB und 2. die Rethenfolge der Ope- 
ratoren untereinander die gleiche bleibt. Doch ist in dem Falle, daB zwei 
oder mehrere gleichartige Operatoren unmittelbar benachbart sind, deren 
Rethenfolge beliebig. 

Um die Giiltigkeit der obigen Regeln einzusehen, wird es geniigen, 
die folgenden Aquivalenzen zu betrachten: 


xif.9,«> (xf,)(9g,) <> =(f,99,) **) 
LUC Gry — PVG sy 
xyf,, — yzf,, Lijf.,< yZf,,- 
Dagegen gilt Zyf,,—- yZf,, im allgemeinen nur einseitig. 
Wie Whitehead und Russell**) gezeigt haben, laBt sich sogar jede 
Aussage in der Weise schreiben, da8 links simtliche Operatoren vereinigt 
sind und dahinter die sogenannte ,,Matrix“ steht, die ihrerseits keine 


Operatoren mehr enthalt. Auf Grund der gegenwirtigen Symbolik stellt 
sich diese merkwiirdige Operation nun einfach so dar, da simtliche 





") Die Rechtfertigung dieses Zusatzes wird spiter nachgeholt werden. 

#2) Auf Grund des zweiten Ausdrucks, in welchem die Verianderlichen getrennt 
sind, diirften hier die Operatoren sogar untereinander ihre Reihenfolge vertauschen. 

18) Principia Mathematica, 1. S. 135—136. 
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innerhalb der Aussage an Operatorstelle stehenden z, y,...**) — wobei 
die vorkommenden Operatoren als durch lauter verschiedene Zeichen dar- 
gestellt angenommen werden — an eben diesen Stellen getilgt und in 
derselben Reihenfolge, die sie urspriinglich innehatten, an die Spitze der 
Aussage gestellt werden; jedoch so, daB jedes z, y,..., das urspriinglich 
keinen oder eine gerade Anzahl von Strichen — den Strich des partikularen 
Operators eingerechnet — iiber sich hatte, vorn ohne Strich, d. h. als 
allgemeiner Operator, dagegen jedes mit einer ungeraden Anzahl von 
Strichen iiber sich vorn iiberstrichen, als partikularer Operator, erscheint. 
Das folgende Beispiel mag diesen ProzeB verdeutlichen: 


2 fa ,9)Fhy, +> 292. 9yhy,- 
Abgesehen von dem soeben erklarten ProzeB ist es iibrigens weder 
notwendig noch empfehlenswert, die innerhalb einer Aussage vorkommen- 


den Verinderlichen stets durch lauter verschiedene Zeichen wiederzugeben. 
So ist z. B. die Aussage 








©P2t2E PT.) 
d.h.: ,,Fallt alles, was unter den Begriff m fallt, auch unter den Be- 
griff 7, so ist, wenn @ nicht leer ist, auch x nicht leer‘, wie oben ge- 
schrieben, véllig unmiBverstandlich, da hier jeder der beiden ersten Opera- 
toren offenbar nicht weiter wirken kann als bis zum Ende des Ver- 
neinungsstriches, unter dem er selber steht. Schreibt man die Aussage 
jedoch in der Form: 
E Phe PeEXqs 

so ist man hier nach unseren Abmachungen allerdings berechtigt, den 
Wirkungsbereich des ersten Z und den des x bis zum Ende der Aussage 
erstreckt zu denken. Um nun anbeschadet der friiheren Verabredung 
auch fiir derartige Fille die Gleichbezeichnung der Veranderlichen unbe- 
denklich aufrechterhalten zu kénnen, setzen wir fest, daB jede Argu- 
mentstelle stets zu dem ndchstvorhergehenden gleichnamigen Operator (von 
welchem sie nicht durch Klammern oder durch die Klammerwirkung von 
Verneinungsstrichen abgeschlossen ist) gehéren soll. Hiernach darf man 
also insbesondere Verinderliche, deren Bereiche als getrennt liegend be- 
trachtet werden diirfen (oder auf andere Weise unverkennbar unterschie- 
den sind), ohne weiteres mit demselben Buchstaben bezeichnen. Der ein- 
geklammerte Teil der Festsetzung bezieht sich auf Fille wie 


xf, xg,h,, 
die, obzwar unmiBverstindlich, doch vielleicht besser vermieden werden. 





™) Spiiter werden noch die veranderlichen Begriffe y, x, y hinzukommen. 
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§ 6. 
Abschlu8 der Begriffssymbelik. 


Um die Rechengesetze fiir Operatoren zum Abschlu8 zu bringen, 
empfiehlt es sich, nunmehr fiir die Konjunktion die in Aussicht ge- 
nommene abkiirzende Bezeichnung einzufiihren. In dieser Absicht stellen 
wir nach dem Vorbild von Whitehead und Russell 


P-q 
als neue Schreibung fiir die Verkniipfung ,,p und g“ zur Verfiigung. 
Beriicksichtigt man, daB bei Verwendung dieser Schreibweise gelegent- 
lich allerdings Klammern notwendig werden, wie z. B. bei 


(p-q)r 

gegeniiber p.gr, das als p.(qgr) gelesen werden soll —, so bleiben 
im iibrigen, wie man leicht nachpriift, die Rechenregeln I—IV’ auch dann 
noch giiltig, wenn man das Wort ,,Disjunktion“ iiberall durch ,,Konjunktion“ 
ersetzt. In gleichmaBiger Anwendung auf beide Verkniipfungen werden 
wir diese Regeln nunmehr ohne Strich zitieren. Die Regeln 11* und III* 
sind der Einfachheit halber bereits mit Riicksicht auf diese Erweiterung 
formuliert worden. Auch zu V (bzw. V") gibt es iibrigens ein Gegen- 
stiick, freilich ohne praktische Bedeutung. Die Regel V (bzw. V*) gilt 
ihrerseits ganz unverandert weiter, da ja die Anzahl der Verneinungsstriche 
iiber einem Bestandteil infolge der Einfiihrung des Konjunktionspunktes 
sich héchstens wieder um eine gerade Zahl vermindert haben kann. 

Zur Erhéhung der Ubersichtlichkeit und zur Ersparung von Klam- 
mern soll statt 

a(f..g,) und Z(f,.g,) 
auch noch die Schreibung 
z.f..g, und £.f..g, 
bereit gestellt werden, wo der erste Punkt den Operator befahigen soll, 
iiber den zweiten hiniiber zu wirken, und augenscheinlich nicht als Kon- 
junktionszeichen gelesen werden kann. Soweit noch Konjunktionsglieder 
folgen, wie in 
@.f,-Ge-Ds 

braucht auch hier der Wirkungsbereich des Operators nicht nach rechts 
abgegrenzt zu werden. 

Vermége der zuletzt entwickelten Symbolik stellen sich nun die Ver- 
schmelzungssatze fiir Operatoren wie folgt dar: 
(IV*) xf,.2g,«>2.f,.9,, Ff,F9,<> Ff,9,- 


12* 
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(Natiirlich kénnten die Verinderlichen je in den beiden Teilaussagen links 
auch verschieden bezeichnet sein.) Diese beiden Siatze, die sich auch leicht 
in Worten ausdriicken lassen, werden, namentlich von rechts nach links 
gelesen, in der Folge von besonderem Belang sein. 

Die Veranderlichen einer Aussage brauchen nun aber nicht bloB 
Individuen zu sein, sondern es kénnen auch verdnderliche Begriffe auf- 
treten. So z. B. gilt die schon betrachtete Aussage 





© P2teT PueEZq 
augenscheinlich fiir beliebige Begriffe @* und 7***). In der Tat wird 
der obige Ausdruck eigentlich erst dann eine bestimmte Aussage, wenn 
man entweder fiir m* und zy* bestimmt gegebene Begriffe einsetzt oder 
aber eben sein Erfiilltsein fiir beliebige derartige Begriffe behauptet. So 
wie er dasteht, ist der Ausdruck vielmehr abhdngig von den beiden 
Begriffen m* und z*, er wiirde sich im Sinne unserer Symbolik daher 


schematisch als 

F, Zz? 
die entsprechende allgemeine Aussage demgegeniiber als 

PLP, 
darstellen, wo m und z, da sie ja ohne Argument stehen, offenbar nicht 
als Disjunktionsglieder gelesen werden kénnen. Entsprechend bedeutet 
natiirlich 

PIG x; 
daB es, wie auch der Begriff y* gewahlit sein mag, stets einen Begriff 7* 
gibt, derart daB G,, eine richtige Aussage ist. 

Man bestitigt ohne viel Miihe, daB die Regeln fiir Operatoren wért- 
lich richtig bleiben, wenn man auch gm und @ unter deren Zahl auf- 
nimmt. Der Nachweis im einzelnen mag daher hier iibergangen werden. 

Damit ist die Aussagen- und Begrifissymbolik, von der wir in der 
Folge Gebrauch machen wollen, im wesentlichen entwickelt. 

Indessen sei hier noch die folgende Bemerkung beigefiigt: Man 
kénnte auf Grund der Kenntnis gewisser logischer Widerspriiche, wie 
z. B. desjenigen des Begriffes des nicht unter sich selber fallenden 
Begriffes (von dem ohne Widerspruch weder behauptet werden kann, da8 
er seinerseits unter sich selber fallt, noch daB er nicht unter sich selber 


*) Um logische Allgemeinheiten ihrer Natur nach ausdriicklich zu kennzeichnen, 
fiige ich den Begriffsbuchstaben die Argumente als obere Indizes bei. Liest man 
also f{* — im Gegensatz zu f*” oder F% —, so versteht man ohne besonderen 
Hinweis, daB f hier als Eigenschaft von Individuen, nicht aber z. B. als Beziehung 
unter Individuen oder als Eigenschaft von Begriffen, gemeint ist. 
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fallt) oder der neuerdings namentlich von H. Weyl erhobenen Ein- 
wendungen wohl die Befiirchtung haben, ob nicht unsere Untersuchung 
durch die Zulassung der obigen verinderlichen Begriffe bereits in die 
Gefahrzone derartiger logischer Zirkel und Widerspriiche gekommen sein 
mag. Hierzu ist nun folgendes zu sagen: Einmal steht nichts im Wege, 
unsere Begriffe f*, g*, ... p”, 7” ... durchweg als ,,pridikativ“ im Russell- 
schen Sinne, d. h. als ihrerseits keine Begriffe als Operatoren enthaltend, vor- 
auszusetzen, da wir in der Praxis fiir sie niemals Begriffe héherer Ordnung 
einsetzen werden. Andererseits wiirde die Zugrundelegung des von Russell 
aufgestellten ,,Axioms der Reduzierbarkeit*‘ die einwandfreie Méglichkeit 
bieten, auch unabhangig von der genannten Beschrinkung ohne die Gefahr 
eines Zirkels in der Weise, wie dies kiinftig geschehen soll, mit verinder- 
lichen Begriffen zu arbeiten. Obendrein werden wir — dies ist eine 
Eigentiimlichkeit der gegenwartigen Untersuchung — sogar alle tatsichlich 
vorkommenden nicht priadikativen Begriffe als auf pradikative zuriickfiihrbar 
erweisen. Zu Bedenken der besprochenen Art liegt also innerhalb desjenigen 
Gebietes, in welchem sich unsere Untersuchung bewegen wird, jedenfalls 
noch kein AnlaB vor, ebensowenig, hier bereits vorgreifend zu entscheiden, 
wie ihnen auf einer spiteren Stufe zu begegnen sei. 


Ill. Das elementare Entscheidungsproblem. 


§ 7. 
Das praktische Verfahren. 


Wir sind nunmehr in der Lage, unsere Hauptaufgabe der Aufweisung 
eines Verfahrens, das iiber Richtigkeit oder Falschheit irgendeiner Aus- 
sage eines gewissen klar abgesteckten Aussagenbereiches zu entscheiden 
gestattet, wenigstens in einer gewissen vorliufigen Weise in Angriff zu 
nehmen. 


Was zunichst diejenigen Aussagen betrifft, die allein durch die 
elementaren Verkniipfungen der Negation, Disjunktion und Konjunktion 
entstehen, so ist bereits seit lingerem ein Verfahren bekannt, um iiber 
die Allgemeingiiltigkeit einer derartigen Aussage zu entscheiden. Man 
fiihrt dazu mit Vorteil zwei Rechenzeichen ein, eines fiir die Wahrheit 
und eines fiir die Falschheit, und zwar verwendet man hierfiir gewéhnlich 
die Ziffern 0 und 1, wobei die Zuordnung der Zeichen zu den beiden 
Begriffen freilich im Grunde willkiirlich ist. Aus den eingangs auseinander- 
gesetzten Griinden sollen hier wiederum statt der Moduln der arithmetischen 
Verkniipfungen neutrale Zeichen verwendet werden, und zwar wahle ich 
fiir die Wahrheit das Widderzeichen V', das an den Anfangsbuchstaben 
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des Wortes verum erinnern mag, fiir die Falschheit das umgekehrte 
Zeichen A. 

Ist z. B. der Satz vorgelegt, der nach Whitehead und Russell 

p-2:pIq-I-¢q, 
in unserer Symbolik 
Ppq@q 

geschrieben wird (in Worten: ,,Wenn p gilt, so gilt, wenn q aus p folgt, 
auch gq“), so leuchtet unmittelbar ein, daS es fiir die Giiltigkeit derartiger 
Verkniipfungsaussagen auf den besonderen Inhalt der Grundaussagen p 
und g gar nicht ankommt, sondern nur auf ihre Richtigkeit oder Falsch- 
heit, ihren ,,Wahrheitswert“. Ersetzt man also p und g irgendwie durch 
die Zeichen V und A. und bestimmt den Wahrheitswert der Verkniipfungs- 
aussage auf Grund der Rechenregeln 

V=A, A=V, VVH=VA=AV=V, AA=A, 
so wird sich die Allgemeingiiltigkeit der gegebenen Aussage offenbar dadurch 
kundgeben miissen, daB, wie man auch die Einsetzung auf die vier ver- 
schiedenen méglichen Arten vornehmen mag, sich stets gerade der Wahrheits- 
wert V ergibt. Dies ist nun bei der obigen Aussage in der Tat der Fall. 

Praktisch einfacher und eleganter als das eben geschilderte ist dasjenige 
Verfahren, das sich der sogenannten Normaljorm der elementaren Ver- 
kniipfungsaussage bedient'*). Versteht man unter ,,Grundbestandteilen“ 
einer derartigen Verkniipfungsaussage die nicht weiter zerlegbaren Aussagen 


Pp, q,7,... selbst, so 14B8t sich bekanntlich vermége der Formeln fiir 
die Ausfiihrung der Negation 

pq <> p.é 
(VI) Ait 

Pp.q< > pd 


und der Distributionssiatze 


pq.r<>(p.r)(q.r) 

(p.q)r<> pr.gr 

— die ebenso wie die vorigen in naheliegender Verallgemeinerung auf eine 
beliebige endliche Zahl von Disjunktions- und Konjunktionsgliedern unseren 
Rechenregeln hinzugefiigt gedacht werden mégen — die Gesamtaussage 
als Konjunktion von lauter Disjunktionen teils verneinter, teils unver- 
neinter Grundbestandteile oder auch dual entsprechend als Disjunktion 
von lauter derartigen Konjunktionen darstellen. Ich werde diese beiden 
Formen als die konjunktive und die disjunktive Normalform unterscheiden. 


(VII) 


%*) Vgl. P. Bernays, Beitrage zur axiomatischen Behandlung des Logikkalkiils. 
(Habilitationsschrift.) 
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Der Ubergang von der einen zur anderen wird durch die Distributionssitze 
vermittelt. 

Das allgemeine Entscheidungsverfahren besteht nun einfach darin, daB 
man eine konjunktive Normalform herstellt, in der, soll die Gesamtaussage 
allgemeingiiltig sein, natiirlich jedes einzelne Konjunktionsglied eine all- 
gemeingiiltige Aussage darstellen mu8. Nun laBt sich aber leicht zeigen, 
da8 eine Disjunktion von unverneinten und verneinten Grundbestandteilen 
immer und nur dann allgemeingiiltig ist, wenn derselbe Bestandteil sowohl 
uniiberstrichen als auch iiberstrichen vorkommt. Trifft dies letzte bei 
jedem Konjunktionsglied zu, so ist die Aussage allgemeingiiltig, im anderen 
Falle nicht. 

Es sei z. B. die etwas verwickeltere Aussage 


prq.rds.3:p.r.2.q.8, 

in unserer Symbolik 
Pqrep.r(q.s) 

vorgelegt. (In Worten: ,,Folgt gq aus p und s aus r, so folgt qg und s 
aus p und r“.) Durch Ausfiihrung der Negationen erhalt man zunichst 
die disjunktive Normalform 

(p.q)(r. 5) pF(q-8), 
und hieraus wiirde sich durch Distribution eine achtgliedrige konjunktive 
Normalform ergeben, fiir welche die vorhin aufgestellte Bedingung der 
Allgemeingiiltigkeit in der Tat erfiillt ist. Die ein wenig lastige Rechnung 
soll hier nicht durchgefiihrt werden, da wir in Kiirze auf das Beispiel 
zurickkommen werden. 

Wesentlich auf dem obigen Satz VI in Verbindung mit den friiheren 

I und VI* beruht das bekannte Dualitdtsprinzip der symbolischen Logik. 
Ich will dieses Prinzip hier nur in derjenigen engeren Form aussprechen, 
in der ich es in dieser Untersuchung verwenden werde: 


VIII. Dualitatssatz. Hine Aussagendquivalenz bleibt giiltig, wenn 
man in den beiden verglichenen Aussagen tiberall die Verkniipfungen der 
Disjunktion und der Konjunktion miteinander vertauscht und tiberdies 
alle allgemeinen Operatoren als partikuldre schreibt und umgekehrt. 

Der Beweis ergibt sich einfach so, daB man beide Seiten der Aquivalenz 
verneint und diese Verneinungen nach den genannten Regeln ausgefiihrt 
denkt, bis sie zu den Grundbestandteilen gelangt sind. Ersetzt man diese 
Grundbestandteile — p, q,..., f-5---; P_s--+; F, usw. — durch ihre Nega- 
tionen, was unbeschadet der Giiltigkeit der Aquivalenz geschehen kann *’), so 
geht diese damit augenscheinlich in die beschriebene ,,duale“ iiber. 


”) Wegen oF <> oF, oF, +> 9 F- ust. 
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Im Zusammenhang mit kiinftigen Erweiterungen des Bezeichnungs- 
vorrats werden spiter entsprechende Erganzungen des obigen Prinzips not- 
wendig werden. 


§ 8. 
Das Rechnen mit Normalformen. 


Da wir in Zukunft viel mit Normalformen zu arbeiten haben werden, 
soll zur Erhéhung der Gleichférmigkeit, insbesondere zur Vermeidung von 
Klammern, die ja nur bei der disjunktiven Form auftreten, eine neue 
Schreibweise eingefiihrt werden. Und zwar mag ein hochgestelltes kleines 
Kreuz als neues Zeichen fiir die Disjunktion dienen, mit der Festsetzung, 
da8 dieses Disjunktionskreuz seinerseits weniger eng verbinden soll als 
der Konjunktionspunkt. Die Disjunktiviorm des letzten Beispiels schreibt 
sich dann augenscheinlich folgendermaBen: 


p.q°r.5*p*r*q.s. 
Allerdings soll diese Schreibung nun nicht durchweg, sondern nur in solchen 
Fallen gebraucht werden, wo ihre Verwendung Klammern erspart und 
zugleich die Ubersichtlichkeit erhéht, also in erster Linie gerade bei der 
disjunktiven Normalform. 

Grundsitzlich wiirde ich allerdings auch hier ein von arithmetischen An- 
klangen freies Zeichen fiir wiinschenswerter halten. Es wird indessen schwer 
sein, ein Zeichen zu finden, das in gleichem MaBe wie das hier gewahlte deut- 
liche Erkennbarkeit mit leichter Ausfiihrberkeit vereinigt. Auf der anderen 
Seite wird der Umstand, da8 im Falle der Uberordnung der Disjunktion unser 
Punkt auf der Zeile dem Malzeichen und unser Kreuz dem Pluszeichen der bis- 
herigen Algebra der Logik entspricht, fiir den mit dieser bereits Vertrauten 
eine gewisse Erleichterung bedeuten. Gegeniiber der alteren logischen Algebra 
haben wir jedenfalls den Vorteil einer erheblich einfacheren Darstellung 
der Konjunktion von Disjunktionen, womit einer innezhalb jener mitunter 
recht stérenden willkiirlichen Bevorzugung der einen Form vor der anderen 
aus der hier offenbar ganz unberechtigten rein auBerlichen Riicksicht der 
Klammerersparnis und der zufalligen Gewdhnung von vornherein vor- 
gebeugt ist**). 

Nennen wir die enger verbundenen Glieder einer (konjunktiven oder 
disjunktiven) Normalform — wie oben p,@,r usf. — kurz Unterglieder, 
die weiter verbundenen — wie p.@, r-5 usf. — Oberglieder, so gelten die 
folgenden leicht zu bewahrheitenden Satze, die wir zusammenfassen zu den 


**) Recht bezeichnend ist in diesem Zusammenhange eine Bemerkung Schréders 
in seiner Algebra der Logik, 2, S. 190—191, die den Grund fiir manche sonst ganz 
unverstindliche Willkiir aufdeckt. 
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Vereinfachungssatzen IX. 


1. Ein Oberglied einer Normalform**) kann weggelassen werden, wenn 
es alle Unterglieder eines anderen Obergliedes enthdalt. 
2. Hin Unterglied einer Normalform kann weggelassen werden, wenn 
seine Negation auBerdem noch selbstandig als Oberglied vorkommt. 
Dies beruht auf den Formeln: 
P-Pq<> P P*P-q+>Pp 
Dp. PY +> p-g p*p.q+>p'q. 
Im Falle unseres Beispiels 148t sich nach der ersten Regel [IX augen- 
scheinlich nichts vereinfachen, weil hier kein Oberglied ganz in einem 


anderen enthalten ist, wohl aber nach der zweiten. Nach ihr vereinfacht 
sich unsere Disjunktivform sogleich zu 

q5pr(q.s), 
wo man, ohne die Distribution wirklich auszufiihren, ohne weiteres sieht, 
da8 im ersten der entstehenden Konjunktionsglieder g, im zweiten s s8o- 
wohl uniiberstrichen als auch iiberstrichen vorkommen wird. 

Es kénnte im ersten Augenblick scheinen, als ob im Widerstreit zu 
dem allgemeinen dualen Entsprechen von Disjunktion und Konjunktion 
hier eine einseitige Bevorzugung der konjunktiven Normalform vorlage. 
In Wirklichkeit ist eine solche aber bereits in der Aufgabestellung be- 
griindet. Unsere gegebene Aussage sollte nimlich streng genommen 


(pars) pqrep.r(q.8) 
geschrieben werden, wo die links — sonst scheinbar iiberfliissigerweise — 


eingeklammerten Buchstaben als allgemeine Operatoren zu lesen sind. 
Demgegeniiber wiirde die Aussage 
(Pq)-Pq.pd- Pa 
offensichtlich bedeuten, daB es eine Aussage p und eine Aussage g, be- 
stimmter gesagt: einen Wahrheitswert p und einen Wahrheitswert q gibt, 
so daB pq.pq.pq den Wahrheitswert V annimmt. Um die Giiltigkeit 
dieser Aussage zu erweisen, niitzt uns aber die konjunktive Normalform 
nichts; vielmehr tritt hier gerade die disjunktive Normalform in ihr Recht. 
Vermége der Regeln VII und [X, zu denen noch unsere friiheren Rechen- 
regeln in ihrer Anwendung auf die disjunktive Verkniipfung kommen, ergibt 
sich eine solche in unserem Falle als 
p-Dp*p.9*q-7. 
) Mit diesem Ausdruck meinen wir hier iibrigens ganz allgemein eine Kon- 


junktion von Disjunktionen oder eine Disjunktion von Konjunktionen, also nicht 
unbedingt eine Normalform von Grundbestandteilen. 
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Nun 148t sich eine Form wie die obige offenbar dann und nur dann er- 
fiillen, wenn mindestens eines der Disjunktionsglieder sich erfiillen la8t; 
und dies wird dann der Fall sein, wenn mindestens eines dieser Glieder 
nicht schon in sich widersprechend ist, also nicht dieselbe Grundaussage 
sowohl uniiberstrichen als auch iiberstrichen enthalt. Im gegenwartigen 
Fall ist das Glied p.q widerspruchsfrei, die gegebene Aussage also richtig. 
In der Fat wird die durch sie. gestellte Bedingung durch die Wertverteilung 
p=V und g= J erfillt. 
Ein noch allgemeinerer Fall ware der folgende: 
(pq). Pq-P4d, 
d. h.: ,,Wie auch der Wahrheitswert p gewahlt sein mag, in jedem Falle 


gibt es einen Wahrheitswert g, so daB der Operand den Wert VY an- 
nimmt.“ Das Einsetzungsverfahren fiihrt hier ersichtlich ohne weiteres 


zum Ziel. Wir erhalten naimlich — wenn wir den Operanden kurz F,, 
schreiben — augenscheinlich: 
Fyy=A, Fy,=Y%V, Fypy~=V, Fyp=A. 


Es laBt sich also in der Tat fiir jeden Wert p der Wert g so wihlen, 
daB F,, den Wert V hat. — Im Falle des zweiten Verfahrens hatte man 
hier von beiden Normalformen nacheinander in geeigneter Weise Gebrauch 
zu machen. Wir werden auf dieses Beispiel an passender Stelle zuriick- 
kommen. 


IV. Die erste Stufe des allgemeineren Entscheidungsproblems. 


§ 9. 
Preblemstellung. Einfachste Beispiele. 


Bevor wir daran gehen, unser allgemeines Problem auch fiir den Fall 
in Angriff zu nehmen, da8 nicht nur Aussagen im ganzen, sondern auch 
Dinge und Begriffe auftreten — verdnderliche Dinge und Begriffe selbst- 
verstandlich, denn fiir Aussagen iiber diese oder jene bestimmten Dinge 
oder besondere auBerlogische Begriffe hatte unsere Fragestellung ja gar 
keinen Sinn —, werden wir offenbar zunachst danach zu trachten haben, 
nach Méglichkeit auch fiir diesen héheren Aussagenbereich eine Art von 
Normaljorm aufzuweisen, die uns dann fiir unsere tiefere Problemstellung 
als Ausgangspunkt dienen kann. 

Man kénnte versuchen, hier so vorzugehen, daB man, wie dies friiher 
(8S. 177—178) beschrieben wurde, alle Operatoren nach vorn schafft und die 
iibrigbleibende elementare Verkniipfungsaussage als konjunktive oder disjunk- 
tive Normalform darstellt. Indessen wiirde diese Form, da sie das eigentliche 
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Gefiige der Aussage eher verwischt als hervorhebt, fiir unser Hauptproblem 
keine geeigneten Angrifispunkte bieten. Ganz im Gegenteil werden wir 
unserem Ziel nur dadurch naherkommen, da8 wir die Operatoren so weit 
wie méglich in die Aussage hineinzutreiben suchen, derart, daB der 
Wirkungsbereich jedes von ihnen so klein wie méglich wird. 

Es wird sich empfehlen, unser Problem der Normalform zunichst fiir 
einen gewissen engeren Bereich als den letztlich fiir uns in Frage kom- 
menden anzugreifen. Und zwar soll jener Bereich — wir wollen ihn den 
Bereich A nennen — alle diejenigen Aussagen enthalten, die zwar ver- 
dnderliche Individuen — daneben méglicherweise auch konstante —, aber 
blo konstante Begriffe, und zwar eines Arguments, also keine Beziehungen, 
aufweisen und somit einen gewissen Teilbereich des Aussagenbereiches 
erster Ordnung gema8 der Einteilung von Whitehead und Russell dar- 
stellen. Natiirlich hat der so abgesteckte Aussagenbereich unmittelbar 
nur fiir das engere Problem der Normalform ein Interesse und erst von 
hier aus mittelbar fiir das allgemeine, das es ja, wie bereits gesagt, gar 
nicht auf Aussagen mit auBerlogischen konstanten Bestandteilen abgesehen 
hat. Der nachste Schritt wird dann naturgema8 sein, die wichtigste Be- 
ziehung, die wir kennen, die der Identitét unter Individuen, iiberdies 
hinzuzunehmen. — Als ein weiterer ware etwa ins Auge zu fassen, auch 
beliebige Beziehungen zwischen Individuen zu beriicksichtigen — wofiir 
mir ein gangbarer Lésungsweg bis so weit noch nicht bekannt ist. Bis 
zur Beherrschung von Begriffen und Beziehungen héherer Ordnungen wire 
dann freilich immer noch ein weiter Weg. 

Wir wollen nunmehr den bereits ausgesprochenen Leitgedanken der 
,, Hineintreibung der Operatoren“ zunachst an bestimmten Beispielen durch- 
fiihren, um iiberhaupt einmal zu sehen, was sich damit erreichen 1aBt. 
Dabei mag von dem Auftreten konstanter Individuen und der praktisch 
iiberhaupt unwichtigen konstanten Aussagen vorliufig abgesehen werden. 
Als erstes Beispiel wahle ich die Aussage: 


BCa.a—Bp=y.d.a—y=f. 
Sie besagt, daB, wenn alle # @ sind und y die Klasse derjenigen a ist, 
die nicht # sind, dann andererseits f die Klasse derjenigen « ist, die 
nicht y sind. DaB dies insbesondere eine in «, 8, y allgemeingiiltige Aus- 
sage ist, soll uns vorerst nicht kiimmern. Betrachten wir die Klassen 
«, 8, y als durch die Begriffe p*, 7”, y* bestimmt und bedenken wir, daB 
a—B=y «+> an— pCy.yCan—B, 
so werden wir schreiben, indem wir das Argument 2 der Kiirze halber 
iiberall weglassen (Begriffe als Operatoren kommen ja nicht vor!): 





LEPLP.Ly-x(p.J)O[xp.Hyz.2(y.B)Z). 
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Hieraus ergibt sich vermittelst einer Reihe einfacher Umformungen nach 
VII, IX und IV* (wobei diese letzte Regel im Sinne unseres Leit- 
gedankens stets riickwirts anzuwenden ist): 

LLPLPLYLPVALy (xHyyx.cpZ.xy}Z). 

Weiter la8t sich der Proze8 offenbar nicht treiben, da die wesentlich 
in Betracht kommende Regel IV* hierfiir keine Handhabe bietet. Aber 
die nunmehr erreichte Form kann uns offensichtlich auch geniigen, da sie 
ja bereits eine disjunktive Normalform im friiheren Sinne darstellt. Oben- 
drein sehen wir, daB zu jedem Glied in der Klammer auBerhalb der 
Klammer die Negation vorkommt, da also die durch Distribuieren her- 
zustellende konjunktive Normalform in der Tat in jedem Oberglied zu 
einem der Unterglieder zugleich seine Verneinung enthalten wird. Damit 
ist nun sogar bereits die Allgemeingiiltigkeit der obigen Aussage erwiesen; 
in der Tat ist sie ja nur ein besonderer Fall von 

PIF3(q.p-8). 

Es wire freilich verfehlt, anzunehmen, da nun bei allen derartigen 
Aussagen der Beweis der Allgemeingiiltigkeit sich nach diesem einfachen 
Schema fiihren lieBe. Nehmen wir etwa die bereits behandelte Aussage 

© PrtsE PzE Xz, 
die sich offenbar auch 

3.9.-4e'89n Fl, 
schreiben la8t. Auch hier vermégen wir die Operatoren nicht weiter 
hineinzutreiben und werden daher die obige Form bereits als — in diesem 
Falle gleichzeitig konjunktive und disjunktive — Normalform anzusehen 
haben. Trotz der Allgemeingiiltigkeit der Aussage ist aber hier kein 
Glied die Verneinung eines anderen, womit wir in diesem Falle einen 
wesentlichen Unterschied gegeniiber der elementaren Verkniipfungsaussage 
gewahr werden. 

Wir kénnten nun allerdings der Allgemeingiiltigkeit der gegebenen 
Aussage durch bloBe Rechnung auf die folgende Weise leicht inne werden: 
Ist (Zz7,)=V, 80 ist die Aussage offenbar erfiillt; es bleibt also nur 
noch der Fall (z,) = A mu betrachten. Dies bedeutet aber (xy,)= V, 
mit anderen Worten, daB zx, stets den Wert A hat. Setzt man dies 
oben ein, so ergibt sich 


E(9,.V)2G.N. 
Vermége des naheliegenden Systems von Siatzen: 
pv~nrv p.V<>p 
PA Pp P-Nt>Ar 
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wird hieraus 
EP,© YP.» 

wo nun in der Tat das zweite Glied die Verneinung des ersten ist. Aber 
selbstverstandlich ist hiermit fiir unser allgemeines Entscheidungsproblem 
nichts gewonnen, denn dieses verlangt ja nicht, einzelne Aussagen durch 
eigens fiir sie zu ersinnende Verfahren auf ihre Giiltigkeit zu priifen, son- 
dern, weit dariiber hinaus, ein einheitliches Verfahren zu ermitteln, das 
diese Aufgabe fiir alle Aussagen des angegebenen Bereiches gleichmaBig 
lost. Augenscheinlich ist die Lésung dieser Aufgabe mit der Aufstellung 
der Normalform noch nicht ohne weiteres gegeben. 

Die vorhin angefiihrten vier Sitze sind besondere Fille einer viel 
allgemeineren Rechenregel, die uns noch oft von Nutzen sein wird und 
die ich in der folgenden Weise fassen méchte: 

X. Verdriangungssatz. In einer Konjunktion verdrdngt stets das 
stdrkere Glied das schwdchere — d.h. dieses kann neben jenem weg- 
gelassen werden —, in einer Disjunklion umgekehrt das schwdchere das 
starkere. 

(Man erkennt iibrigens, da® die friihere Regel IX 1 — unbeschadet 
ihres Eigenwertes fiir das pratische Rechnen — als ein Sonderfall der 
obigen betrachtet werden kann.) 

Die Richtigkeit der Regel leuchtet unmittelbar ein. Folgt namlich 
in der Konjunktion p.g die Aussage q aus p, so ist es offenbar gleich- 
giiltig, ob sie neben dieser noch ausdriicklich genannt wird oder nicht, 
wahrend im gleichen Falle die Disjunktion pq augenscheinlich nichts weiter 
behauptet als eben q. 

Die bereits genannten vier Saétze entspringen auf Grund der Tatsache, 
daB die richtige Aussage ‘VV von jeder Aussage impliziert wird, also stets 
der schwachste Bestandteil ist, wahrend \ seinerseits jede Aussage im- 
pliziert und daher als starkster Bestandteil gilt. 


§ 10. 
Die Normalform. 
Als weiteres Beispiel behandeln wir die Aussage 


29-f,9,-h,k,, 
die offenbar nicht allgemeingiiltig ist, vielmehr die vier Begriffe f, 9, h, k 
zueinander in Beziehung setzt. 
Es scheint mir sehr bemerkenswert, da8 die Aussage, wie sie oben 
steht, sich durch die Symbolik des Schréderschen Gebietekalkiils gar nicht 
darstellen laBt, obgleich sie als eine gewi8 nicht fernliegende oder schwierig 
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aufzufassende Beziehung zwischen vier Gebieten gedeutet werden kann. 
Erst der Relativkalkiil, in welchem die Gebiete als ausgeartete Relative 
behandelt werden, vermag auch solche Aussagen mit der ihm eigenen 
Umstandlichkeit und Kiinstlichkeit in Formeln zu kleiden. 
In der Absicht, das 7 hineinzubringen, wird zunachst distribuiert: 
xy*f,.h,* f,.k,*9,-h,* g,-k,. 

(Hier soll das erste Kreuz die Wirkung der Operatoren bis iiber die 
anderen Kreuze hinwegleiten.) Wir setzen nunmehbr nach IV* ¥ einzeln 
zu jedem Oberglied, nehmen aber obendrein nach II* und III* jeweils 


nur diejenigen Unterglieder in den Wirkungsbereich von 7 auf, die wirklich 
von y abhingen: 


a* fh f,- 9k,” 99,-h.* (¥-9,-k,)- 


Im ersten Oberglied ist # augenscheinlich ganz weggefallen. Um nun 
auch den allgemeinen Operator hineinbringen zu kénnen, haben wir noch- 
mals zu distribuieren. Tun wir dies, so bleibt unter Beriicksichtigung 
insbesondere von IV — auch fiir konjunktive Verkniipfung — und IX 
schlieBlich iibrig: 


x. f,99,(9-9,-%,)- fh, (9-9,-k,)- hb, yk, (9 .g,-k,)- 


Hier ist nun die Aussage #.g,.k, offenbar starker als jede der Aussagen 
yg, und yk, und wird daher in den Disjunktionen nach X von diesen 
verdrangt. Bringt man, dies beriicksichtigend, nunmehr z hinein, so erhilt 
man schlieBlich 


(xf,)(¥9,)-(zfA,) (9 -9,-%,)-(wh,)(9k,) 
als konjunktive Normalform der gegebenen Aussage. (Die Klammern sind 
zur deutlichen Hervorhebung der verkniipften Bestandteile gesetzt. ) 
Unsere Rechnungen haben zu dem Ergebnis gefiihrt, daB die be- 
trachteten Aussagen sich allein aus Bestandteilen von den folgenden ihrer- 
seits nicht weiter zuriickfiihrbaren Formen: 


xf. 2f.9. xf.g,h, 

Bf, £.f,-9, 2-f,-G9,-h,-+- 
durch elementare Verkniipfung aufbauen, insbesondere somit auch als 
Normalform derartiger Bestandteile darstellen lassen. 

Wir kénnen nun der Allgemeingiiltigkeit dieser Zuriickfiihrung auf 
die folgende Weise leicht inne werden: Wir nehmen — nur zum Zweck 
des Beweises, nicht etwa im Sinne einer praktischen Rechenvorschrift — 
an, daB alle Operatoren in der friiher beschriebenen Weise nach vorn ge- 
schafft sind. Der der Matrix zunichst stehende Operator sei etwa Z, also 
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partikular. Wir denken dann die Matrix als disjunktive Normalform ge- 
schrieben und nach IV* % zu jedem Oberglied gesetzt. Dann sieht irgend- 
eins dieser Disjunktionsglieder etwa so aus: 


E.fe-Guhy-ke-fa DP, 


wo y und z Veranderliche sein mégen, deren Operatoren anfanglich links 
von & standen. Nach II* kénnen wir dies lesen als: 


(E.fe-Gx)-hy-ke-fa- D- 


Nunmehr kommt z nur noch in Aussagen vor, die bereits die gewiinschte 
Form haben und in der Folge einfach als konstante Bestandteile — wie 
oben f; und p — mitgenommen werden. Damit haben wir wieder dasselbe 
Problem vor uns wie zu Anfang, aber mit einer Verinderlichen weniger. 
Ist der nachste Operator partikular, so verfahren wir nochmals wie eben, 
ist er allgemein, entsprechend dual, und zwar so lange, bis alle Operatoren 
in der beschriebenen Weise untergebracht sind. 


Es gilt somit der wichtige Satz: Jede Aussage des Bereiches A lapt 
sich allein aus Bestandteilen von den in den obigen Reihen aufgefiihrten 
Formen, sowie — im Falle, da8 konstante Individuen und Aussagen als 
Grundbestandteile auftreten — solchen von den Formen f, und p durch 
elementare Verkniipfung aufbauen, insbesondere also auch als konjunktive 
oder disjunktive Normalform derartiger Bestandteile schreiben. 


§ 11. 
Die Klassensymbolik. 


Es wird fiir die Folge von hervorragendem Nutzen sein, fiir die obigen 
unzerlegbaren Bestandteile — ich méchte sie die ,, Bausteine* der gegebenen 
Aussage nennen — kurze und iibersichtliche Zeichen einer den besonderen 
Bediirfnissen des logischen Rechnens angepaBten Klassensymbolik verfiigbar 
zu haben, die also der Klassensymbolik von Whitehead und Russell in 
ganz derselben Art an die Seite tritt wie die von mir entwickelte Aussagen- 
und Begrifissymbolik derjenigen der gleichen Verfasser. 


In dieser Absicht bezeichne ich zuniachst die durch die Begriffe 
f", 9%, h”,..., p”, x7, y®,--. bestimmten Klassen durch a, 8, y,..., @,0,T,... 
(Auch die wechselseitige Zuordnung der Begriffs- und der Klassenbuchstaben 
soll kiinftig in der Hauptsache festgehalten werden.) Die Allklasse werde 
wie bei Whitehead und Russell durch V, die Nullklasse entsprechend durch 
A wiedergegeben. Die Negation einer Klasse, die sogenannte Ergdnzungs- 
klasse, deute ich durch einen iibergesetzten Punkt an. Die Aussage, dab 
a ein Element der Klasse « ist, werde als a, geschrieben. 
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Weiter sollen — dies ist der wesentlichste Punkt — die unzerleg- 
baren Aussagen der beiden Reihen die kurzen Zeichen 
a, aB, «apy, . 
a, «Bp, apy, ee 


erhalten. Der unter eine Gruppe von Klassen gesetzte Bogen bedeutet 
also, daB diese Klassen zusammen alle Individuen enthalten, m. a. W., 
daB ihre Vereinigungsklasse die Allklasse ist, der tiber sie gesetzte Bogen, 
da8 sie wenigstens ein gemeinsames Element haben, da8 ihre Durchschnitts- 
klasse nicht die Nullklasse ist. Insbesondere bedeutet a, daB « alle 
Individuen, und @, daB « mindestens ein Individuum enthilt. 


Damit lassen sich zunichst die iiblichen Klassenbeziehungen leicht 
und iibersichtlich darstellen. So bedeutet «f offenbar, daB « eine Teil- 


klasse von # ist, af — als Negation von ap —, daB a und # kein 
Element gemeinsam haben, «f — als Negation von &¢f —, daB einige « 


nicht f# sind, usf. 

Wir sehen bereits, wie zu einer Grundaussage der Klassensymbolik 
die Verneinung gebildet wird: man ersetzt alle vorkommenden Klassen 
durch ihre Erginzungsklassen und kehrt iiberdies den Bogen um. (Dies 
ist einfach das Seitenstiick von VI fiir Klassen.) So ist z. B. 


apy «+> «By, 
wo «By augenscheinlich besagt, daB der gemeinsame Teil von « und # in 


y enthalten ist, «By dagegen, daB es ein gemeinsames Element von « und 
B gibt, das nicht zu y gehért. 


Um etwa die bereits ein wenig verwickeltere Aussage 
«yp at 


die besagt, da8 y die Vereinigungsklasse von « und £ ist, in unsere Symbolik 
zu iibertragen, schreiben wir sie zunachst als: 


ayBCy.yCayB, 


wo die erste Teilaussage ihrerseits als 


aCy.pCy 


zerlegt werden kann. Die gesuchte Normaldarstellung ist somit: 
cy By .«B7. 


Die in den aufgefiihrten Reihen iibereinander stehenden Bausteine 
sind duale Bestandteile im Sinne der Regel VIII. Um von einem Bau- 
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stein zu dem dual entsprechenden iiberzugehen, hat man also einfach den 
unteren Bogen durch den oberen zu ersetzen und umgekehrt. (Nur im 
Falle der spater auftretenden Einheitsklassen bedarf es hier noch einer 
gewissen VorsichtsmaBregel. ) 

Die soeben entwickelte Klassensymbolik wird nunmehr das Mittel sein, 
um unsere Normalform der Aussagen von A auf die wohl denkbar knappste 
und durchsichtigste Art darzustellen. So werden wir z. B. die Normalform 
der Aussage 

x9 -f,9,-h,k, 
in der neuen Klassensymbolik als 


ap wy pa.y6 
schreiben. Ebenso haben wir 


YX, EP, EX, i 06 06 re oo OG. 
Oder, um ein anderes Beispiel zu nehmen: 
By-f.04-hek, + Gp*a.d* f.5* BB 
<> GB .a7 Bd.a> pd.8. 

Hier ist die konjunktive Normalform aus der disjunktiven durch Distribution 
gewonnen und fiir ihre Vereinfachung die Tatsache benutzt worden, daB 
allgemein 66 stirker ist als 0 und 3G. 

Ich méchte hier noch auf den immerhin bemerkenswerten Umstand 
hinweisen, daB der Gedanke der Hineintreibung der Operatoren bei den 


begriffsfreien Auwssagen sogar unmittelbar die Entscheidung herbeifiihrt. 
Ich kniipfe dazu an unser fritheres Beispiel 


(pq7)-Pq-PI 
an. Nach Distribution des Operanden: 
(pq) *p-7*P-q 
kénnen wir (7) hineinnehmen: 


+ a\ a+ 


(p)* p.(q)7 
Nochmalige Distribution ergibt: 
(p)-p(7)q-B(7)7™) 


*°) So auf Grund der allgemeinen Formel 
pr.qr«>gq.rtp.T 
fiir die Distribution ,homogener Entwicklungsformen* (Schréder 1, S. 376). Andern- 


falls kame noch das Konjunktionsglied (7) q7(q)q hinzu. 
Mathematische Annalen. 86. 13 
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und endlich die Zerspaltung nach (p): 

(p) Pp (7) q-(p)B(q)q. 
Nun sind aber die Aussagen (p)p und (p)® offensichtlich falsch, da ja 
in der Tat weder alle Aussagen**) richtig noch alle Aussagen falsch sind, 
und entsprechend die Aussagen (7)q und (7)q richtig. Die Einsetzung 
dieser Wahrheitswerte ergibt: 

AV- AV +> V; 

womit die gegebene Aussage als giiltig erwiesen ist. 


V. Vom Entscheidungsproblem zum Eliminationsproblem. 
§ 12. 
Grundsatzliche Zuriickfiihrung. 


Mit dem bisher gewonnenen Riistzeug wollen wir nunmehr an unser 
allgemeines Entscheidungsproblem herantreten. Da, wie bereits erwahnt, 
dieses Problem hinsichtlich der Aussagen von A selbst noch keinen Sinn 
hat, kénnte man zunachst daran denken, nach der Allgemeingiiltigkeit der 
Aussagen von A in den vorkommenden Begriffen und Individuen, also 
nach der Richtigkeit oder Falschheit der so entspringenden Aussagen 
zweiter Ordnung, zu fragen. Es hindert uns indessen nichts, sogleich eine 
viel gréBere Allgemeinheit zu erstreben, indem wir unserer Untersuchung 
von vornherein den Bereich derjenigen Aussagen zweiter Ordnung zugrunde 
legen, die — wie es ja selbstverstandlich ist — mur verdnderliche, d. h. 
gleichzeitig durch am Anfang oder irgendwo innerhalb der Aussage stehende 
allgemeine oder partikulare Operatoren vertretene, Individuen und Begrijffe 
eines Arguments, aber keine Beziehungen als Grundbestandteile enthalten**). 
Wir wollen diesen Aussagenbereich den Bereich B nennen. (Spater werden 
wir freilich sehen, daB, auch wenn Beziehungen auftreten, unser Lésungs- 
verfahren noch sehr wohl anwendbar sein kann, sofern die Beziehungen 
nur nicht gerade in einer noch naher zu kennzeichnenden stérenden Weise in 
die Aussage eingehen.) Eine ganz einfache Aussage unseres Bereiches B 
ist z. B.: * ——_ 

PLE-Prte-Paikzs 
die aussagt, daB es zu jedem Begriff y* einen Begriff 7* gibt, so da& 
jedes Individuum z unter genau einen der beiden Begriffe fallt. 

Man kénnte nun vermuten, daB auch die Ayssagen dieses neuen Be- 
reiches sich vollstandig aus den friiher angegebenen Bausteinen zusammen- 


*) Vorsichtiger: alle Aussagen bis zu irgendeiner gegebenen Ordnung. 
**) Von den praktisch véllig belanglosen Auseagenoperatoren sehe ich der Ein- 
fachheit halber ab. 
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setzen lieBen, wobei nur irgendwie zwischen diesen verstreut oder, wenn 
man will, auch sémtlich am Anfang der Aussage die Operatoren 9, 7, ... 
hinzugefiigt waren. Aber so einfach liegt die Sache hier nun nicht. Viel- 
mehr miissen wir jetzt durchaus mit der Méglichkeit rechnen, da die 
Trennung der veranderlichen Individuen durch das Dazwischentreten der 
Begrifisoperatoren unméglich gemacht wird. Andert man z. B. die obige 
Aussage ab in 
LPL -Pake- Paks: 

so daB sie nunmehr aussagt, daB, wenn irgendein Individuum zx gegeben 
ist, es zu einem Begriff y* stets einen Begriff 7* gibt, so daB x unter 
genau einen der beiden Begriffe fallt, so kann man zwar nach III* die 
Operatoren z und ¢ vertauschen; dagegen gibt es kein allgemeines logisches 
Gesetz, das gestatten wiirde, das z auch noch iiber das 7 hiniiberzubringen. 
Wir gelangen daher in diesem Falle nicht zur Trennung der verander- 
lichen Individuen und infolgedessen auch nicht zu einer Normalform im 
friiheren Sinne. 

Zum Gliick bedeutet dieser Umstand fiir das zu entwickelnde all- 
gemeine Entscheidungsverfahren durchaus kein Hindernis. Ja, es wird 
sich im Gegenteil sogar zumeist als giinstig erweisen, die Individuen- 
operatoren, wenn méglich, nach links noch iiber benachbarte Begrifis- 
operatoren hiniiberzuschieben. Die Begriffsoperatoren ihrerseits werden 
wir méglichst weit ,,hineinzutreiben“, d. h. nach rechts zu riicken und zu 
zerspalten suchen, wobei eine vollige Trennung freilich nur in besonderen 
Fallen erreicht werden wird. 

Es sei nunmehr etwa @ der am weitesten rechts stehende **) Begriffs- 
operator — natiirlich kénnte dieser ebensogut ein allgemeiner sein — und 
F,,u0 sein Operand, wo u,v solche Individuen innerhalb F sein 
mégen, deren Operatoren noch links von @ stehen™‘), wahrend yz ein 
anderer noch im letzten Operanden vorkommender Begriff sein midge, 
dessen Operator sich dann natiirlich links von @ befindet. Greifen wir 
nun aus der Gesamtaussage allein den Bestandteil 


G Pyzue 


heraus, so liegt der Kern des Entscheidungsverfahrens, kurz gesagt, darin, 
da8 es, sofern unsere Voraussetzungen erfiillt sind, stets méglich ist, nach 
einer gewissen Regel die obige Teilaussage durch eine dquivalente zu er- 


%%) Bzw. allgemeiner ein solcher, der seinerseits keine Begriffsoperatoren mehr 
unter sich hat, 

*%) Die mitsamt ihren Operatoren in F vorkommenden Individuen sind offen- 
bar unter den Argumenten nicht mit aufzufiihren, weil von ihnen der Ausdruck F 
ja nicht abhingt. 


13* 
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setzen, die den Begriff y nicht mehr enthalt, also iiberhaupt ohne Be- 
griffsoperator ist. Der Begriff m ist damit aus der Aussage gewisser- 
maBen ,,eliminiert‘‘, die Anzahl der vorkommenden Begriffe iiberhaupt 
um Eins vermindert. Durch Fortsetzung des Verfahrens werden nun 
nach und nach alle Begriffe aus der gegebenen Aussage beseitigt und wird 
diese selbst in eine reine Trivialitat iibergefiihrt, namlich entweder in einen 
der Wahrheitswerte V und \ oder aber in eine auBerlogische Voraussetzung 
iiber die Anzahl der vorhandenen Individuen, falls die gegebene Aussage 
von einer solchen abhangt. 


§ 13. 


Formulierung des Eliminationsproblems. Ein wichtiges Eliminations- 
ergebnis. 


Die letzte Wendung hat uns bereits auf das Grundproblem der ganzen 
Untersuchung gefiihrt, mit dessen Bewiltigung die des Entscheidungs- 
problems — wenigstens innerhalb des von uns zu betrachtenden Aussagen- 
bereiches — steht und fallt. Ich méchte dieses neue ,,Zliminations- 
problem“ in der folgenden Weise bestimmter fassen : 

Gegeben ist eine Aussage 


PP a tean Oder PF ysgar, 


wo der Operand eine Aussage unseres friiheren Bereiches A ist und, ab- 
gesehen von ¢*, nur konstante Eigenschaften, natiirlich in beliebiger end- 
licher Anzahl, enthalt — da sie namlich innerhalb des obigen Ausdrucks 
nicht durch Operatoren vertreten sind, haben wir sie eben, solange wir 
unser Augenmerk nur auf diesen richten, als konstant anzusehen®) —, 
auBerdem méglicherweise noch konstante und veranderliche Individuen; 
diese letzten natiirlich zugleich als Operatoren, daher oben nicht ange- 
deutet. “(Das Auftreten von Aussagen p, qg,... als Grundbestandteilen 
hat im gegenwirtigen Zusammenhang kaum praktische Bedeutung.) Zs 
soll nun eine oder — wie wir bestimmter sagen diirfen — diejenige Aussage 
(erster Ordnung) gefunden werden, die der gegebenen dquivalent ist — 
natiirlich fiir irgendwelche Werte von f,g,a,b —, den Begriff p* jedoch 
nicht mehr enthalt. Mit anderen Worten: Es soll diejenige Bezichung 
(erster Ordnung) zwischen den Konstanten f, 9g, a, b ermitielt werden, 
deren Bestehen die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, 


*) Ich nenne also die Grundbestandteile eines Ausdrucks ,verdnderlich“ oder 
»konstant*, je nachdem sie innerhalb des fraglichen Ausdrucks durch Operatoren ver- 
treten sind oder nicht. Soviel ich sehe, ist dies genau der Sinn, in welchem diese 
Unterscheidung in der Mathematik tatsichlich gemacht wird. 
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daB Fy ;gav je nachdem fiir beliebige Begriffe y* oder fiir mindestens 
einen Begriff p* eine richtige Aussage darstellt. 

Das Wesen des Problems wird wohl am besten dadurch klarer werden, 
daB ich, sogleich in seine Behandlung eintretend, es zuniachst fiir den- 
jenigen Fall durchfiihre, an welchem die Algebra der Logik bisher vor- 
zugsweise ihre Krafte erprobt hat — allerdings in einer gegeniiber der 
iiblichen etwas abweichenden Darstellung. 


Wissen wir von drei Begriffen f*, 7*, h*, daB zwischen ihnen die 
Beziehung 


x f, Aq-Lh, 
besteht, m. a. W., daB sie die Pramissen des Schlusses Barbara erfiillen, 


so vermégen wir bekanntlich — dies ist eben der Sinn jenes Schlusses — 
eine Beziehung zwischen f und & allein anzugeben, naimlich 
af,h,, 


die dann ebenfalls notwendig erfiillt ist. Sind f und h fest gegeben, so 
ist die obige Bedingung also gewi8 nur dann durch einen Begriff y erfiill- 
bar, wenn tatsichlich xf h, gilt. Aber auch umgekehrt gibt es, falls / 
und h die ,,Resultante xf,h, befriedigen, gewiB ein y der verlangten 
Art; denn man braucht ja nur einen der Begriffe f und h selbst fiir z 
einzusetzen, um auf die als richtig vorausgesetzte Resultante zuriickzu- 
kommen. Die Erfiillung der Resultante x/,h, ist also gerade notwendig 
und hinreichend dafiir, daB es ein x gibt, das der Bedingung 
of .7%,-t7h, 

geniigt; d. h. aber: 

1-2f,2,-t%h,+>2xf,h,. 
Oder, bei anderer Wahl der Buchstaben: 

G-U1,P.-TG9.P2 +> Xf,9.5 
in Klassenschrift: 


0.a9.B6+> ap. 


Dies ist bereits unser erstes wichtiges Eliminationsergebnis. In Wirk- 
lichkeit reicht es nun sehr viel weiter, als auf den ersten Blick scheinen 
mag. Dies wird deutlicher werden, wenn wir nunmehr unser allgemeines 
Eliminationsproblem wieder aufnehmen, um es noch erheblich weiter, als 
bisher geschehen, zuriickzufiihren. Kinzig von dem Auftreten konstanter 


Aussagen und Individuen wollen wir zunachst aus Bequemlichkeitsgriinden 
absehen. 
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§ 14. 
Herstellung der Eliminationshauptform. 


Denken wir uns in 
OF ,ap...s 

indem wir uns auf den historisch friiheren Fall des partikulairen Begriffs- 
operators beschrinken — der andere Fall erledigt sich natiirlich einfach 
durch duale Ubertragung des Ergebnisses —, den Operanden als disjunk- 
tive Normalform geschrieben, so kénnen wir nach IV* zunichst den 
Operator 6 vor jedes einzelne Oberglied setzen. Nach II* kénnen wir 
diese Oberglieder nun so schreiben, daB alle nicht von go abhangigen 
Unterglieder links von 9 stehen, also beim Eliminationsproze8 auBer Betracht 
bleiben. Dann haben wir einzig noch die Aufgabe zu lésen, aus einer 
Aussage der folgenden Form: 


o.ao.a'9...Bo.B'O...70-70---00-0'p-.. 
die Klasse 9 zu eliminieren. 
Hierbei ist nun freilich — anscheinend unberechtigterweise — ange- 


nommen worden, daB jeder o enthaltende Baustein sich gerade auf eine 
der obigen vier Arten schreiben la8t. Andere zweigliedrige Bausteine 
kommen jedenfalls nicht in Betracht, da ja 99 oder po usw. in Wahrheit 
eingliedrig sind, wohingegen oo den Wert v und o6 den Wert \ hat. 
Weiter gilt offenbar allgemein : 


= -_-« 
a+» Aa, a++Va, 


womit auch die eingliedrigen Bausteine erledigt sind. 
Beziiglich der drei- und mehrgliedrigen Bausteine méchte ich dagegen 
zunichst zwei neue Symbole einfiihren, und zwar verstehe ich unter 


ee 
die Vereinigungsklasse der Klassen «, f,... selbst — im Gegensatz zu 
der Aussage, daB diese die Allklasse ist — und entsprechend unter 


= 
ap... 


ihre Durchschnitisklasse. Es ist nun aber augenscheinlich 


cbysrebyeoeBy 
usf. (wo die letzte Schreibung freilich praktisch kaum vorkommen wird) 
und entsprechend 


on™ OS, 


apy+rapy++rapy 
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usf. Wir kénnen also in einem mehr als zweigliedrigen Baustein alle 
Glieder auBer 9 bzw. 9 — auch hier werden g und g weder mehrfach 
noch zusammen auftreten — durch den dem Klammerbogen gleichartigen 
Klammerhaken zusammenfassen und ihn damit ebenfails auf einen zwei- 
gliedrigen der obigen vier Arten zuriickfiihren. 

Natiirlich gilt ebenso der dem obigen dual entsprechende Satz, daB 
das andere allgemeine Eliminationsproblem 


0 Fas... 


sich auf das folgende besondere zuriickfiihren laBt: 


a 


0 ao a’ 


© 


be Bc. rer'e—t6a'¢, 
wo die wagerechten Striche bedeuten, daB die disjunktiv verbundenen 
Glieder jeder Art in beliebiger endlicher Anzahl vorhanden sein kénnen. 
Wir diirfen sogar noch insbesondere voraussetzen, daB die in Rede 
stehende Form gerade genau ein «-Glied und genau ein f-Glied enthilt. 
Ist namlich zunichst im Falle des Operators 9 eine der beiden Arten 
nicht vertreten, so kénnen wir vermége des Verdringungssatzes X das 
Glied Vo bzw. Vo, deren jedes den Wert V hat, als weiteres Konjunk- 


tionsglied hinzufigen. Sind dagegen mehrere a-Glieder oder £ - Glieder 
vorhanden, so bedienen wir uns der Formel 


ay. py>aBy, 
die ganz entsprechend auch fiir mehr als zwei Glieder gilt. Sie ist eine 
Art Distributionssatz fiir Klassen und als 

af,h,.xg,h,«>2(f,.9,)h, 

eine unmittelbare Folge von IV* und VII. Ganz entsprechend kann im 
Falle des Operators 9 vermége 

Ao _ Ao A 
und 

ay By ++ apy 
die Anzahl der «- und der f£-Glieder je genau auf Eins gebracht werden. 
. Fiir die y- und die 6-Glieder ist eine derartige Vereinfachung dagegen nicht 
médglich. 

Die obige Zuriickfiihrung ist, wie Schréder**) berichtet, im wesent- 

lichen bereits von O. H. Mitchell angegeben worden. Freilich ist bei der 
Beurteilung zu beriicksichtigen, daB Mitchell ebenso wie spater Schréder 


%) Algebra der Logik 2, S. 191. 
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die gegebene Aussage von vornherein als Klassenaussage, d.h. bereits 
in derjenigen Form, die allein der von ihnen verwendeten Symbolik zu- 
ganglich war, geschrieben voraussetzt. In der vorliegenden Untersuchung 
ist demgegeniiber der wirkliche Geltungsbereich dieser Zuriickfiihrung auf- 
gewiesen worden, der in der Tat alle Aussagen unseres so sehr viel weiteren 
Bereiches A umfaBt — wobei einzig fiir den Fall, daB konstante Indi- 
viduen auftreten, der Nachweis vorlaufig noch aussteht. 

Um nunmehr auch diesen Fall zu erledigen, stellen wir zunichst fest, 
da8 Ausdriicke wie p und f, bzw. «, ebensowenig wie den Aufbau der 
Normalform den Proze8 der Elimination irgendwie stéren kénnen, da sie 
sich ja stets vor den Operator g oder o schieben lassen. Tritt dagegen ¢, 
bzw. g, auf, so bedenken wir, da8 offenbar gilt: 


(XI) 0,++40++a0, 


wo der Buchstabe a innerhalb des Klammerbogens, wie dies wohl ohne 
die Gefahr eines MiBverstindnisses geschehen kann, nicht mehr das Indi- 
viduum a, sondern die aus dem einen Individuum a bestehende Klasse 
bedeutet. In Begrifisschrift lautet die obige Aquivalenz: 


f,+>uz=af,+>T.2=4.f,, 


wir machen also hier versteckterweise bereits von der Beziehung der 
Identitét unter Individuen Gebrauch®*’). 

Nach Belieben eine der obigen Umschreibungen verwendend, kénnen 
wir also auch die Formen o, und g, ohne weiteres auf die vorhin be- 
trachteten zuriickfiihren, so da8 wir somit, wenigstens beziiglich der 
ersten innerhalb einer Aussage des Bereiches B vorzunehmenden Begriffs- 
elimination — fiir die folgenden kénnen wir im Augenblick noch nichts 
Bestimmtes sagen, da ja noch ungewi8 ist, inwieweit die resultierenden 
Aussagen wiederum dem Bereich B angehéren werden — das oben formu- 
lierte Problem in der Tat als das allgemeinste erkennen, mit dem wir 
uns iiberhaupt abzugeben haben werden. 

Insbesondere sehen wir, da8 wir mit unserer ersten Eliminationsformel 


0.a0.Bieap 
und der dual entsprechenden 
eae po+>ap 
zum mindesten die Fille, da8 bei partikularem Begriffsoperator nur all- 


*") Der erwabnte Zusammenhang spielt iibrigens schon in der klassischen Logik 
eine gewisse Rolle, insofern diese bekanntlich die singuiéren Urteile durchweg ver- 
mége der ersten Teiliquivalenz durch allgemeine ersetzt, jedoch ohne die vdllige 
Gleichberechtigung der partikuliren Umschreibung gewahr zu werden. 
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gemeine Individuenoperatoren und bei allgemeinem Begriffsoperator nur 
partikulare Individuenoperatoren rechts von @ bzw. » auftreten, be- 
reits vollstandig beherrschen. 

Fiir praktische Anwendungen wird die Bemerkung von Nutzen sein, 
da8 man die Eliminationshauptform nicht, wie es hier der Bequemlichkeit 
und Ubersichtlichkeit der Darstellung zuliebe geschehen ist, gerade un- 
bedingt auf dem Wege iiber die vollstindig entwickelte Normalform zu 
gewinnen braucht; vielmehr geniigt es hier augenscheinlich, bloB den 
gerade zu eliminierenden Begriff hinsichtlich der zugehérigen verander- 
lichen Individuen von den iibrigen zu trennen. So braucht man einen 
Ausdruck wie 

©-292-Px 
ersichtlich nicht weiter zu zerlegen, sondern wird ihn ohne weiteres in 
ape 
umschreiben. In dieser Weise verfahrend, erhélt man eine bloB nach p 
bzw. o ,,entwickelte* Form, die in der Tat meist rascher auf die Eliminations- 
hauptform fiihrt als die nach allen Begriffen entwickelte Normalform. — 
Gerade diese Entwicklungsformen zeigen eine ganze Reihe merkwiirdiger 
FesetzmaBigkeiten und stehen den Normalformen an theoretischer und 
praktischer Bedeutung kaum nach. Wir wollen indessen diesen Gedanken 
hier nicht weiter verfolgen; denn es ist ja nicht unsere Absicht, hier 
gerade den im gegebenen besonderen Fall am raschesten zum Ziel 
fiihrenden Weg auszumachen, vielmehr nur ein einheitliches, leicht ver- 
standliches und iibersichtliches Verfahren aufzustellen, das allen in seinen 
Bereich fallenden Aufgaben gleichmaBig gerecht wird; und darum werden 


wir die Fragen der Aufdeckung und Verwertung besonderer ,,Rechen- 
vorteile“ hier auf sich beruhen lassen. 


V. Das Eliminationsproblem auf der ersten Stufe. 


§ 15. 
Rechnerische Lésung. 


Gehen wir nun iiber zum allgemeinen Problem der Elimination von 
o aus unserer Hauptform 
§.00.B0.70-7'0---00.00-.. 
— einer Aufgabe, die Schréder mit den unzulanglichen Darstellungsmitteln 
seiner Algebra der Logik nicht zu meistern vermochte und beziiglich 
deren er sich daher schlieBlich bescheidete, sie im SchluBsatz der ersten 
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Abteilung seines zweiten Bandes den Forschern zur weiteren Bearbeitung 
angelegentlich zu empfehlen —, so ergibt sich fiir uns vielmehr die iiber- 
raschende Tatsache, daB wir im gegenwiartigen Augenblick bereits alle 
Mittel an der Hand haben, um die vollstindige Lésung dieser Aufgabe 
rein rechnerisch zu gewinnen, da8 es hierzu also im Grunde gar keines 
neuen Gedankens mehr bedarf. Wir brauchen bei unserer Aufgabe namlich 
nur zu bedenken, daB in den y- und 4-Gliedern ja Operatoren von der 
Form # stecken, die als mit @ gleichartig iiber dieses hiniibergeschafft 
werden kénnen, womit dann die im Operanden verbleibenden zugehérigen 
Individuen die Rolle von Konstanten iibernehmen. 

Nur um bequemer schreiben zu kénnen, wollen wir fiir die Herleitung 
der Lésung annehmen, daB es sich gerade um zwei y-Glieder und zwei 
6-Glieder handeln mége, ohne daB die Einsicht in die Allgemeingiiltigkeit 
der Herleitung und die Gestalt des allgemeinen Ergebnisses hierdurch 
irgend behindert werden wird. Die Aussage 

6.a0.B0.70.7'0-60.8 0 


lautet in Begriffsschrift: 

@. Lf eFe-LYePa-t-hy Py U hy Py. 0. key. De.V ley Pe’ 
wobei die buchstabliche Unterscheidung der veranderlichen Individuen 
nicht an sich, sondern nur fiir unsere gegenwartige Absicht erforderlich 
ist. Nach III* kénnen wir die Operatoren @, u’, %, v’ sunichst an den 
Anfang des Hauptoperanden und weiterhin, als nunmehr zu @ benachbart 


und diesem gleichartig, vor den Begriffsoperator bringen, so da8 wir 
erhalten: 


Gu’ BU D. Lhe Pe-X Yu Pa- lou -Pu- ly’ Pu’ -ke-Po- lew’ - Qe’ 
Vermége des gleichen Vertauschungssatzes kénnen wir nunmehr die von ~ 
unabhangigen Konjunktionsglieder iiber ¢ hinwegbringen™): 
Gu’ Ov hy. hy key key GB. Lhe Px-LIo Pa-Pu-Pu'-Pe- Pe « 
Der letzte Teil — von § an — lautet in Klassenschrift: 
§.a0. 80.40. %'0.00.0'0, 
wo u, u’,v,v’ nunmehr Konstante im Sinne unserer friiheren Erklarung 


(8. 196) sind. Zusammenziehung nach dem Distributionssatz fiir Klassen 
(8S. 199) ergibt: 


—. 
6.auu’o.Bvv'o, 
“ee —— 


**) Der geiibtere Rechner wird sich freilich diese Opération ersparen und statt 
dessen von der naheliegenden Regel Gebrauch.machen, da8 konstante Bestandteile 
bei der Elimination einfach stehen bleiben. 
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und hierfiir liefert unsere friihere Eliminationsregel die Resultante 


Bas PRY, 
auu’ Boo’. 
eee 


Nach dem gleichen Distributionssatz schreiben wir dies wieder um in: 


Bf .cv.ad' .uB.u’ B.uv.ud’. a’ ov. wo’ 
— —- —_ —- a — — —_ 


_ 


oder in Begrifisschrift: 
LG. bebe Gu-Gu tH V.UED’. Uw eH O.U' +’, 


da allgemein ab offenbar nichts anderes als die Verschiedenheit der beiden 
Individuen a und 6 ausdriickt. Indem wir dies in unsere Gesamtaussage 
einsetzen, bringen wir gleichzeitig die vorhin vorausgestellten Teilaussagen 
wieder an ihre urspriinglichen Platze. Bedienen wir uns iiberdies fiir 


ut-viutv’.u'+v.u' +r’ 
der leichtverstandlichen abkiirzenden Schreibweise 
(uu’\vv’), 
so bekommen wir als Endergebnis: 
af.g,.%u’ dv’ .(uu’! vv’). h,.g,-h,. g,'-k,-f, Ke fy 


Um die gewonnene Resultante -- deren allgemeine Gestalt fiir beliebige 
Anzahlen von y- und 4-Gliedern aus der obigen vermége der Herleitung 
ohne weiteres klar sein wird — in Klassenschrift auszudriicken, reichen 
die bisherigen Mittel unserer Klassensymbolik offenbar nicht hin, aus dem 
einfachen Grunde, weil die obige Aussage ja noch die Beziehung der 
Identitat, und zwar zwischen veranderlichen Individuen, als Grundbestand- 
teil voraussetzt und infolgedessen — im Gegensatz zum Hauptoperanden 
der gegebenen Aussage — unserem Bereich A im allgemeinen nicht mehr 
angehort. 

Lassen wir fiir den Augenblick einmal die ,,Klausel*‘ (wu’| vv’) beiseite 
— womit die Aussage ersichtlich in eine abgeschwichte, aus ihr blob 
zu folgernde, iibergeht —, so hindert uns nun natiirlich nichts, die ver- 
anderlichen Individuen zu trennen und demgema8 zu schreiben: 


uB.yp.y' B.da.dc. 
Dies ist die ,,rohe Resultante“, wie sie Schréder nennt. Sie besagt augen- 
scheinlich, daB jedenfalls nur dann die gegebene Aussage richtig sein, 
m.a.W. eine der vorausgesetzten Bedingung geniigende Klesse 9 vorhanden 


sein kann, wenn zunichst « und # zusammen kein Individuum auslassen 
und iiberdies sowohl y und »y’ mit # wie auch 4 und 4’ mit « je mindestens 
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ein Element gemeinsam haben. Um aber die Existenz der fraglichen 
Klasse verbiirgen zu kénnen, miissen wir natiirlich noch die Klausel 
(wu’|vv’) beriicksichtigen. Diese bringt nun ihrerseits die weitere Be- 
dingung hinzu, daB die Auswahl der entsprechend gemeinsamen Elemente 
insbesondere so getroffen werden kann, da8 diejenigen, deren Existenz 
durch die y-Glieder der rohen Resultante gefordert wird, von den durch 
die 5-Glieder geforderten durchweg verschieden sind. (Natiirlich ist damit 
nicht gesagt, daB die Durchschnittsklassen B und y’B zu da und 3a 
jeweils elementefremd sein miiBten; sie brauchen nicht einmal verschieden 
zu sein.) 

Ich werde nun die volle, d. h. durch die Klausel erginzte, Resultante 
in méglichster Anlehnung an die rohe kiinftig als 

«p.|7B.7'B.|.ba.Fe| 

schreiben. Der zwischengestellte Strich soll hier den Klauselzusatz zum 
Ausdruck bringen, daB die gemeinsamen Elemente, deren Existenz links 
vom Strich behauptet wird, von denjenigen, deren Existenz rechts vom 
Strich behauptet wird, durchweg verschieden wiahlbar sein sollen. 


§ 16. 
Anschauliche Lésung. Das allgemeine Ergebnis. 


Wegen seiner Wichtigkeit méchte ich das Ergebnis des vorigen Para- 
graphen in anderer Weise nochmals ableiten, und zwar statt durch Rechnung 
diesmal durch eine mehr anschaulich gefiihrte Uberlegung, die den eigent- 
lichen Sinn jenes Ergebnisses wohl noch deutlicher zum BewuBtsein 
bringen wird. (Dies ist zugleich auch der Weg, auf dem ich die Lésung 
des Problems zuerst gefunden habe.) Die Anzahlen der y- und der 4-Glieder 
werde ich diesmal von vornherein als beliebig annehmen. 


Ist unsere Ausgangsaussage 
b.a0.Bo.70-7'0--.b0-59..., 
so soll nach den ersten beiden Teilbedingungen 
ae -Be 
sein, d.h. & soll in @ als Teilklasse enthalten sein und g seinerseits in 
8, oder — wie wir hierfiir auch sagen wollen — es soll g eine ,,Zwischen- 
klasse‘ zu @ und § sein. Verwenden wir fiir den Augenblick statt af 
die Peanosche Bezeichnung «Cf, so kénnen wir diesen Sachverhalt als 


aCoeCp 
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oder auch als 

CeCe 
iibersichtlich in eine Formel zusammenziehen. Dafiir, daB es ein derartiges 
@ gibt, ist, wie wir wissen, die Bedingung «f — niamlich, daB «& eine 
Teilklasse von 8 ist — notwendig und hinreichend. 

Uberdies soll 9 nun mit y, y’,... je mindestens ein Element gemein- 
sam haben, und zwar mégen dies, wie wir bestimmter annehmen wollen, 
die Elemente u, u’,... sein. Entsprechend seien als solche Elemente, die 
@ mit 6, 6’,... gemeinsam hat, v, v’,... gewahlt. Es sollen also u,u’,... 
entsprechend Elemente von y, y’,.... sein, zugleich aber Elemente von 
o, ebenso v,v’,... entsprechend Elemente von 4, é’,... und zugleich 
Elemente von 9. Dies heiBt einerseits: 


hy... end h.hy... 


Andererseits liegt, wie schon festgestellt, 9 in § und @ in a; es ist also 
um so mehr: 
GaGa --> WE fhe... 
Obendrein mu8, da kein Ding gleichzeitig Element von o und o sein 
kann, jedes u notwendig von jedem wv verschieden sein, also 
(uw’_|vv!_). 

Damit es eine Klasse 9 von den verlangten Eigenschaften gibt, mu8 

also jedenfalls insgesamt gefordert werden: 


© feGe- i Ul_ Gv. hy.gu-Dy -Gu’ --- Kev-fe- Key for... (wal | vv’_). 
Diese Bedingung ist nun aber andererseits gewiB auch hinreichend. 


Denn sind zwei Klassen « und § gegeben, so da8 a in # enthalten ist, 
so laBt sich gewi8 ein o als Zwischenklasse wahlen, und zwar auch dann 


noch, wenn dabei gewisse in # enthaltene Individuen wu, wu’, ... ausdriick- 
lich in @ eingeschlossen, gewisse von jenen verschiedene und nicht in @ 
enthaltene v, v’,... von o ausgeschlossen sein sollen. 


Ich méchte diesen letzten Sachverhalt durch die nebenstehende Figur 
verdeutlichen. Das Rechteck stellt den In- 
dividuenbereich dar. « ist eine Teilklasse 
von £, was nichts anderes besagt, als dab 
« und f§ zusammen alle Individuen enthal- 
ten. Die Individuen u, w’,... sind durch 
Ringe, die Individuen v,v’,... durch 
Kreuze hervorgehoben; und zwar liegen 
die Ringe sémtlich innerhalb f, die Kreuze 
simtlich auBerhalb a, iiberdies fallt nie- 
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mals ein Ring mit einem Kreuz zusammen. Es ist nun offenbar ein 
leichtes, eine Zwischenklasse 9 anzugeben, die alle Ringe, aber kein 
einziges Kreuz enthalt. Sollte namlich irgendeine aufs Geratewohl ange- 
nommene Zwischenklasse — z. B. insbesondere eine der Klassen « und £ 
selbst — nicht bereits die Zusatzbedingung erfiillen, so braucht man ja 
nur nachtraglich die in ihr etwa enthaltenen Kreuzelemente von ihr aus- 
zunehmen und die nicht in ihr enthaltenen Ringelemente ihr hinzuzu- 
fiigen, wobei die Klasse gewi8 nicht aufhéren wird, Zwischenklasse 
zu sein. — Die vorhin aufgezihlten Bedingungen sind somit fiir die 
Existenz der Klasse g nicht nur notwendig, sondern zugleich auch hin- 
reichend. 


Unser allgemeines Ergebnis ist somit wiederum: 


in > 


0.ao.Bp.70.7' 0... 60.0 0...<>aB.[yB.7'B...|.ba.0'a...). 


Dual entsprechend wird natiirlich gelten: 


0 @o Bo vo y’0— 80 8'9__ «+ ap [8 y’ B_| da 6’a_}, 


wo nunmehr 


[@B | 73] <> uu’ vv’ (u =v) (w= 0’) (u’ =v) (u’ = 0’) Bu ro dy 


<> uu’ vv’ (uu’| vv’) cy Bu vo de, 
die Klausel also nicht mehr Zusatzbedingung, sondern Voraussetzung ist. 


In Worten: Um aus der Eliminationshauptform die Klasse 9 zu 
eliminieren, zieht man 1. den Koeffizienten des a-Gliedes mit dem des 
8-Gliedes durch den gleichartigen Klammerbogen zusammen, setzt 2. den 
ersten an die Stelle von g in die 5-Glieder und den zweiten an die Stelle 
von @ in die y-Glieder — also gewissermaBen iiber Kreuz — ein, wobei 
8. die resultierenden y- und 6-Glieder durch die eckige Klammer zusammen- 
gefaBt und zugleich durch den die zusitzliche oder bedingende Klausel 
andeutenden senkrechten Strich getrennt werden. Im iibrigen sind die 
Glieder der Resultante genau so untereinander verkniipft wie die ent- 
sprechenden der gegebenen Form. 

Da die Zuriickfiihrung der «- und der £-Glieder auf die Einzahl in 
der Praxis oft laistig sein wird, méchte ich hier noch die von dieser Be- 
schrinkung unabhiangige Lésungsform angeben. Sie lautet: 


— 


° y- _— Ps De) 
6.ao.a’9...Bo.B o...¥o-7'0.-.60.6 0... 
~" os — —_ 


, , t ’ 8 , , , 
«+ aa’ BB_.(yppB_.y' BB_...|.daa'_ .d aa’_...] 
—— 
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und entsprechend dual: 


0% 9 Be Keroro 96.85 
Pie 


«+ aa’ BB [BB y'BB_ —| daa’_ d’aa’_ _]}. 
be! be ee ee eee eee” 


Sie wird natiirlich einfach erhalten, indem man die gegebene Form zu- 
nachst in der friiheren Weise zuriickfiihrt und dann die obige engere 
Regel anwendet. — Diese Formeln gelten nun fiir ganz beliebige Anzahlen 
von Gliedern der vier Arten, auch dann, wie man leicht bestatigt, wenn 
die Anzahl der Glieder irgendeiner Art Null ist; es fallt dann die zuge- 
hérige Koeffizienten- oder Gliederreihe eben ganz aus. Sind z. B. keine 
6-Glieder vorhanden, so fallt die Reihe hinter dem Strich ganz weg; die 
Klausel wird dann augenscheinlich nichtssagend und braucht nicht mehr 
angedeutet zu werden. Ist kein «-Glied vorhanden, so fallen simtliche 
Buchstaben a, «’,... weg und obendrein — vermége™ "= Vund_ = A, 
wo also innerhalb des Klammerhakens gar keine Klasse steht — das «f- Glied 
der Resultante usf. Dieses kann iibrigens allgemein noch nach dem Di- 
stributionssatz zerlegt werden. 

Wenn man die beiden Lésungswege, namentlich den zweiten fast 
rein anschaulichen ins Auge faBt, so wird es einem gewi8 verwunderlich 
diinken, da8 ein so scharfsinniger Denker wie Schréder diese Aufgabe — deren 
grundlegende Bedeutung fiir unser Beweisproblem ihm vermutlich verborgen 
geblieben ist — trotz aller aufgewendeten Miihe schlieBlich unerledigt 
stehen lassen muBte. Der entscheidende Grund liegt nach meiner Ansicht 
durchaus in der Sprédigkeit seiner Symbolik, die ganz und gar ungeeignet 
ist, die Lésung auch nur darzustellen. Nur hierdurch konnte Schréder 
auf den verfehlten Gedanken kommen, die Klausel in ganz unangemessener 
Weise als Zusatzbedingung zur rohen Resultante fassen zu wollen, wobei 
er iiber gewisse im wesentlichen nur mit Worten umschriebene Teilergeb- 
nisse nicht hinauskam. 

Man ersieht schon allein hieraus, von wie grundlegender Wichtigkeit 
in der symbolischen Logik — nicht minder iibrigens in irgendeinem Zweige 
der Mathematik im weitesten Sinne — die Aufstellung und Verwendung 
einer mit aller Sorgfalt den Problemen angepaBten Symbolik nicht etwa bloB 
fiir die Darstellung, sondern fiir den Fortschritt der Erkenntnis selbst ist. 


§ 17. 
Das Eliminationsproblem fiir mehrere Begriffe. 
Mit der in den vorangehenden Paragraphen entwickelten Lésung des 
Eliminationsproblems fiir einen Begriffsoperator ist die allgemeine Lésung 
des Entscheidungsproblems innerhalb B augenscheinlich noch nicht gegeben, 
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weil ja schon nach der ersten Begrifiselimination die Resultante im all- 
gemeinen nicht wieder eine Aussage des Bereiches B, sondern mit Klauseln 
behaftet ist, die das Hinzukommen der einen konstanten Beziehung der 
Identitét von Individuen zum Ausdruck bringen. Wir werden also ge- 
wissermaBen durch den Verlauf der Untersuchung selbst in die zweite 
Stufe unseres Problems hineingedringt, welche die Beziehung der Indi- 
viduenidentitaét von vornherein mit in Betracht ziehen soll. Immerhin mag 
der bereits gewonnene Erkenntnisstandpunkt dadurch noch etwas weiter 
ausgebaut werden, daB wir auf cen praktisch wichtigen besonderen Fall 
des Eliminationsproblems innerhalb B naher eingehen, da8 die auftretenden 
Begriffsoperatoren untereinander gleichartig und nicht durch ihnen ungleich- 
artige Individuenoperatoren getrennt sind, eine Aufgabe, die uns auf dem 
gegenwartigen Standpunkt keine Schwierigkeit mehr bereiten wird. 

Wir betrachten hierzu das folgende fiir unsere Zwecke hinreichend 
allgemeine Beispiel: 


OF - 


oa Sane 
6.8 o0.y' 90.06 06 


66.a00.f0G.y00.d500.e@'o 
ee? ee Soe? Soe 

— nach Schréder wiederum eines der ,,gewichtigen noch ungelésten Pro- 
bleme“ unserer Wissenschaft. Nur der Bequemlichkeit halber ist von jeder 
der acht méglichen Arten nur ein Glied angenommen worden. Von 
Gliedern, die nur eine der beiden Verianderlichen enthalten, diirfen wir 
iibrigens wegen ha 


“ao <++> 000 <> “00.ua00 
Cie” mad 


usf. ohne EinbuBe an Allgemeinheit absehen. 

Man kann hier nun genau wie im Fall eines Begriffsoperators die in 
den partikularen Gliedern steckenden Operatoren % vor die Begriffsopera- 
toren bringen zugleich mit den nunmehr entstandenen von 9 und o unab- 
hangigen Bestandteilen — fiir den geiibten Rechner ist diese letzte Um- 
stellung freilich unnétig — und aus dem verbleibenden Rest, der als Kon- 
junktion von lauter allgemeinen Bausteinen zu schreiben ist, o und o nach- 
einander eliminieren, ohne schon hierbei durch das Hinzutreten einer 
Klausel behindert zu sein. Der weitere Verlauf gestaltet sich dann ganz 
wie im friiheren Fall. 

Freilich méchte ich an dieser Stelle gegeniiber der etwas ermiidenden 
Rechnung dem zweiten, anschaulichen Weg den Vorzug geben, zumal dieser 
auch hier vielleicht den klareren Einblick in das Wesen des Problems gibt. 

Wir iiberlegen folgendes: Durch die Abgrenzung der Klassen o und o wird 
der Individuenbereich V offenbar in die vier untereinander elementefremden 


cV—_= 


Klassen 090, 00,00, 06 zerlegt. (Natiirlich brauchen nicht alle vier Klassen 
von A verschieden zu sein.) Die erste Bedingung «oo kann nun aber auch 
“™— 
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«oo bzw. apo 
— =F 
“ 


geschrieben werden; sie besagt also, daB oo in « enthalten ist. Insgesamt 
kénnen wir die ersten vier Bedingungen schreiben: 


ooCa, poCB, paCy, paCd. 
Da hier die linken Seiten zusammen alle Individuen enthalten, muB dies 
von den rechten Seiten erst recht gelten; es wird also 


aByd 


™— 
sein miissen. Nun soll nach den weiteren Bedingungen “oe usw. sein, 
d. h. es soll Individuen w, xz, y,z geben, die der Reihe nach in je einer 
der Vierteilungsklassen liegen, also gewiB verschieden sind. Zugleich aber 
liegen sie der Reihe nach in «’, f’, y’, 6’ und gemaB den friitheren Be- 
dingungen der Reihe nach in 6, y,8,a. Dies gibt insgesamt: 


Ue Gu lou ky. WEY Z.(w\ x! y| 2). fo-Kw-G-le- hy -Gy-Ke-fes 


wo (w|x|y|z) kurz ausdriicken soll, daB die vier Individuen untereinander 
verschieden sind. 


DaB fiir die Existenz von g und o diese Bedingungen auch hinreichend 
sind, ist wiederum leicht einzusehen. Das Gebiet V denken wir uns zu- 
naichst im Sinne der ersten vier Bedingungen der gegebenen Aussage auf- 
geteilt. Wegen der ersten Bedingung der Resultante ist dies gewiB még- 
lich; wir brauchen hierzu namlich nur die Individuen, die z. B. bloB zu a, 
aber zu keinem der Gebiete 8,y,45 gehéren, der Vierteilungsklasse 06 
zuzuweisen usf. und im iibrigen solche Gebietsteile, die zu mehr als einem 
der Gebiete «, 8, y, 6 gehéren, nach Willkiir unter die jeweils in Betracht 
kommenden Vierteilungsklassen aufzuteilen. Wiederum kénnen wir auch 
hier iiber die (als gegeben zu denkenden) vier Individuen w, x, y, z nach- 
traglich im Sinne der vier letzten Bedingungen neu verfiigen, wobei ver- 
moége der Resultante die vier ersten Bedingungen nicht aufhéren erfiillt 
zu sein. 


In Klassenschrift werden wir unsere Resultante augenscheinlich als: 
aByd.[a’d.|.B’y.|.7'B.|.d'a] 
“ 


zu schreiben haben — womit wir gewahr werden, daB dieses Ergebnis von 
dem des friiheren Problems seinem Wesen nach nicht verschieden ist. 
Zugleich wird man nach der Analogie des Friiheren hier ohne weiteres er- 
kennen, wie die Resultante ausfallen muB, wenn die Glieder der acht Arten 
nicht gerade in der Einzahl vorhanden sind. Ebenso la8t sich der Fall, 


Mathematische Annalen. 86. 14 
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daB die Anzahl der voranstehenden gleichartigen Begtifisoperatoren gréBer 
als zwei ist, von hier aus leicht iibersehen. 

Beherrschen wir hiermit unser allgemeines Entscheidungsproblem hin- 
sichtlich des Aussagenbereiches B nun auch noch keineswegs vollstandig, 
so doch unter anderem bereits den praktisch wichtigsten Fall, daB insbe- 
sondere alle Begriffsoperatoren als allgemeine und nicht durch partikulare 
Individuenoperatoren getrennt am Anfang der Aussage stehen — niamlich 
durch duale Ubertragung des obigen Ergebnisses —; mit anderen Worten: 
das friiher bereits fliichtig gekennzeichnete engere Problem der Entschei- 
dung iiber die Allgemeingiiltigkett einer beliebigen Aussage des Bereiches A , 
mithin einer beliebigen beziehungsfreien Aussage erster Ordnung ist an 
diesem Punkte bereits vollstaindig erledigt. Die Lésung des allgemeinen 
Entscheidungsproblems hinsichtlich des bisher betrachteten Aussagenbe- 
reiches werden wir jedoch besser der zweiten Stufe unseres Problems zu- 
weisen, wo wir die Identitaét unter Individuen von vornherein als Grund- 
bestandteil der zu behandelnden Aussagen hinzunehmen. 


VIL Anwendungen der bisherigen Ergebnisse. 
§ 18. 
Anwendungen aus der klassischen Syllogistik. 


In diesem und dem folgenden Paragraphen soll versucht werden, durch 
die Behandlung einiger passend ausgewahlter Beispiele von der Tragweite 
der bisherigen Ergebnisse ein ungefahres Bild zu geben und gleichzeitig 
dadurch mit diesen naher vertraut zu machen. Fiir die letzten beiden 
Paragraphen der Abhandlung, welche die Erweiterung des Eliminations- 
und des Entscheidungsproblems durch die Hinzunahme der Individuen- 
identitaét bringen sollen, wird von den folgenden Erérterungen nichts vor- 
ausgesetzt werden. 

Die einfachsten Anwendungen von einigem Gehalt stellen die in an- 
derem Zusammenhange bereits besprochenen Aristotelischen Schliisse dar. 
Nehmen wir, um zunachst das Grundsitzliche des SchluBverfahrens vor 
Augen zu stellen, als Beispiel etwa wiederum den Schlu8 Ferio mit den 
Vordersatzen 


ap. By 

Zu einem solchen System von Vordersitzen verlangen wir nun in der 
Algebra der Logik den sogenannten vollen Schlufsatz kennen zu lernen, 
d.h. eine, bestimmter gesagt: diejenige Aussage, die 1. durch die gegebene 
Aussage impliziert wird, 2. den Mittelbegriff £ nicht enthalt und 3. — 
eine zusatzliche Anforderung gegeniiber der klassischen Logik — die starkste 





Algebra der Logik. 211 


Aussage von den Eigenschaften (1) und (2) ist, dh. eine solche, aus der 
jede andere jene Bedingungen erfiillende Aussage gefolgert werden kann. 

Um ebendiese Aussage zu gewinnen, iiberlegen wir folgendes: Die 
Vordersitze kénnen ihrerseits aus dem SchluBsatz jedenfalls nicht wieder 
zuriickgewonnen werden, weil jene ja noch obendrein den Mittelbegriff 
enthalten. Immerhin wird uns der volle SchluBsatz eine solche Beziehung 
der beiden Klassen zueinander verraten miissen, daB der fragliche SchluB 
iiberhaupt gezogen werden konnte, derart, daB wir aus dem SchluBsatz 
wenigstens die Existenz eines passenden Mittelbegriffs wieder riickwirts 
erschlieBen kénnen. Aber gewi8 auch nicht mehr als dieses, weil jede iiber 
die bloBe Sicherung dieser Existenz hinausgehende Behauptung nicht um- 
hin kénnen wiirde, den Mittelbegriff selbst zu erwaihnen®). Der gewiinschte 
volle SchluBsatz wird somit gerade aquivalent der Behauptung: 


6.a0.67 
und aus ihr offenbar durch Elimination von o zu gewinnen sein, die 
durch die allgemeine Formel auf 8. 206 (unten) ohne weiteres yeleistet wird. 


Wollen wir statt dessen auf die engere Eliminationshauptform zuriick- 
gehen, so werden wir die obige Behauptung umzuschreiben haben in: 


6. Vo . yo a6, 
womit die Resultante sich schematisch als: 
Vy ‘ ay 
ergibt. Hier ist nun aber das erste Glied wiederum nichtssagend, und wir 


erhalten als Resultante und mithin als vollen SchluBsatz: 


ay, 
den bekannten SchluBsatz des Schlusses Ferio: ,,Einige « sind nicht y“. 
*) Die Tatsache, da8 aligemein jede f nicht enthaltende logische Folgerung aus 
einer Aussage F fy — We F auBer «,f,y keine auBerlogischen konstanten Bestand- 


teile enthalt — bereits aus oF.., erschlossen werden kann, wire streng etwa so zu 
beweisen : 


Ist G,, eine £ nicht enthaltende Aussage, die aus F,,, logisch herleitbar ist, 
d.b von ihr allgemein in a, f,y impliziert wird — dies ist ja der Sinn der logischen 
Abfolge! —, derart, da8 also a wie 
oor FG, 
gilt, so kénnen wir diese letzte Bedingung vermége der Regeln III* und VI* offen- 
bar auch als _ 
ero P,,, G,, 
schreiben. In dieser Form sagt sie eben aus, da8 G,. aus BF ey logisch herleitbar ist. 
14* 
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Gema8 der Herleitung erfiillt dieser SchluBsatz in der Tat alle drei 
Bedingungen. Er wird von der Konjunktion der Vordersitze impliziert, 
er enthalt £ nicht, und er impliziert seinerseits jede Aussage, der die 
beiden ersten Eigenschaften zukommen; wie z. B. | 


@.7, 


derart, daB also diese sich aus jenem herleiten l48t. — Im Sinne dieser Be- 
trachtung lassen sich auch die iibrigen SchluBmodi des klassischen Schemas 


beurteilen. 

Die Behandlung der Aristotelischen Schliisse auf Grund der Algebra 
der Logik méchte ich noch etwas vervollstandigen, indem ich kurz auf 
die p-Schliisse eingehe, diejenigen Schliisse, die aus zwei allgemeinen Vorder- 
satzen eine partikulare Folgerung ziehen. Sie verdanken ihr Dasein in 
der Hauptsache einer Unvollkommenheit der klassischen Logik, welche die 
Nullklasse noch nicht kannte und leere Begriffe demgema8 von vornherein 
auBer Betracht lie’. Dessenungeachtet geht die Zuriickweisung, die sie sich 
in der modernen symbolischen Logik, z.B. von Schroder, gefallen lassen 
muBten, doch in einem gewissen sogleich zu erérternden Punkte iiber das 
Ziel hinaus. 

Nehmen wir z.B. den Schlu8 Darapli: 


Ba. py —+@7, 
so ist er in dieser Form allerdings unrichtig. Denn, falls £ leer ist, sind 


die Vordersitze richtig, ohne da8 der SchluBsatz richtig zu sein braucht. 
Der Schlu8 miiBte also eigentlich vollstandig lauten: 


pa.py. Ba. 
In der Tat ergibt sich als Eliminationsresultante von 


— 
6.00.0y.6 baw. a.aya.Vo 
— —— “” 


nach unserer Regel der SchluBsatz @. 

Erinnern wir uns indessen, da8 in der klassischen Logik nach einer 
gewissen Verabredung die allgemeinen Aussagen die singularen mit zu ver- 
treten haben, so erkennen wir, daS auch der folgende einwandfreie Schlu8: 


ba. by — ay 


unter die klassische Form Darapti fallt. Dieser verkérpert nun seinerseits 
die Aquivalenz: 


- - . — 


7.ya.yy<>e 


— 


oder, anders geschrieben: ; 
¥.a,.7, «> Cy, 
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wo bereits links und rechts dasselbe steht, also nichts mehr zu elimi- 
nieren ist*®), 

Wenn Schroder fiir die singuldre Form des Modus Darapti — freilich 
ohne diesen Umstand hervorzuheben — das Beispiel anfiihrt: ,,Die 2 ist 
eine Primzahl; 2 ist eine gerade Zahl; ergo: mindestens eine Primzahl ist 
gerade“ (2, 8.237), so ist die von ihm fialschlich auch hier geforderte 
Zusatzvoraussetzung: ,,Es gibt eine — oder die — Zahl 2“ offenbar ent- 
weder iiberfliissig oder sinnlos. Das Erste dann, wenn sie heiBen soll: ,,Es 
gibt etwas, das gleich 2 ist,“ da ja die Aussage: ,,Es gibt ein Ding, das 
mit z identisch ist,“ fiir jedes x gilt; das Zweite dagegen, wenn sie auf 
eine Behauptung von der Form hinauslaufen soll: ,,Dieses Ding hier gibt 
es“, die ich mit Whitehead und Russell**) als unsinnig ablehnen muB. 
(Abgesehen von diesem Punkt besteht die Schrédersche Kritik der klassi- 
schen Syllogistik selbstverstandlich durchaus zu Recht.) 


Erwahnenswert ist in diesem Zusammenhange noch die Bemerkung 
Schréders, daB die klassische Syllogistik nicht immer den vollen SchluB- 
satz liefert, sondern nur dann, wenn sie diesen mit ihren Mitteln aus- 
zudriicken vermag. Das merkwiirdigste Beispiel hierfiir ist wohl das fol- 
gende von ihm selbst angegebene**) mit den Vordersatzen: 

ap. py. 
In Worten: ,,Einige « sind nicht f. Einige # sind nicht y.“ GemaB den 
bekannten Grundsitzen der klassischen Logik hat diese im obigen Fall 
sogar doppelte Veranlassung, auf jede Folgerung zu verzichten: die Vorder- 
sitze sind namlich sowohl beide partikulir als auch beide verneinend. 
Nach dem Verfahren der Algebra der Logik erhalten wir dagegen: 
G.a6.07<+[a@.|.7]. 
Der SchluBsatz sollte also von Rechts wegen lauten: ,,Es gibt ein Paar 
von Dingen, derart, daB das eine zu @ und das andere nicht zu y gehort“. 


Immerhin eine bemerkenswerte Folgerung, die der klassischen Logik véllig 
fern lag! 


%) Wiirde man dagegen, was an sich gewiB ebenso berechtigt ist, die singularen 
Vordersitze des Schlusses 
a&.%s-> “ay 
als 


~~ 


ba. by oder ba. by 


— 


teilweise partikular umschreiben, so wirde man statt auf Darapti vielmehr auf Disamis 
oder Datisi bzw. diesen nahe verwandte Modi kommen. 

%t) Principia Mathematica 1, 8. 183. 

%) Algebra der Logik 2, 8. 361. 
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Es mag noch die folgende Aufgabe behandelt werden, die auf einen 
sogenannten ,,zusammengesetzten Syllogismus“ fiihrt**): Aus der Gesamt- 
aussage : 

oe. 68.04 
soll die starkste von o und o freie Folgerung gezogen werden. Nach un- 
seren Uberlegungen ist diese aquivalent der Aussage: 


Fehlens der 4-Glieder keine Klausel in Frage kommt, kénnen wir hier 
unbesorgt etwa erst o und dann 9 eliminieren: 


und aus ihr durch Elimination von @ und o zu gewinnen. Da wegen des 


. _ ° _— * — -_ 
@.a9.6.B80.00++6.u0.fo<«+>ap. 
~~" ~~ ~~" 


Die gesuchte Folgerung ist somit ap. 

Da8 ich die vorstehenden einfachsten und sachlich wohl kaum irgend 
etwas Neues bietenden Anwendungen des Eliminationsverfahrens gerade 
der klassischen Syllogistik entnahm, geschah selbstverstandlich nur in der 
Absicht, nach Méglichkeit an Bekanntes anzukniipfen, und nicht etwa, 
dieser selbst einen hervorragenden Platz innerhalb der Logik iiberhaupt 
einzuraumen. Vom Standpunkt der modernen symbolischen Logik hat jene 
Lehre vielmehr nur noch historischen Wert. In der Tat ist sie ja durch 
die ganze vorausgehende Untersuchung als ein bescheidener, nach Gesichts- 
punkten, die der Logik als solcher wesensfremd sind, abgegrenzter und 
eben darum fiir sich gar keiner wissenschaftlich geschlossenen Darstellung 
fahiger Teil eines sehr viel umfassenderen Gebietes von ungleich gréBerer 
Einheitlichkeit und Durchsichtigkeit erwiesen worden. 


§ 19. 
Anwendungen aus dem Relativkalkiil. 


Eine weitere Gruppe nunmehr etwas tiefer gehender Anwendungen 
soll sich auf den Relativkalkiil der Algebra der Logik beziehen; und zwar 
wahle ich dieses Gebiet einerseits darum, weil gerade hier in der Literatur 
bereits Beispiele von einigem Belange vorliegen, die mir fiir eine unbe- 
fangene Vergleichung des Schréderschen Kalkiils mit dem in der gegen- 
wartigen Abhandlung entwickelten Rechenverfahren vorzugsweise geeignet 
erscheinen. Obwohl wir namlich bei unserem Verfahren das Auftreten von 
Beziehungen noch gar nicht beriicksichtigt haben, wird sich dieses dessen- 
ungeachtet auch auf das genannte Gebiet in weitem MaBe anwendbar er- 


*3) Ebenda S. 283. 
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weisen. Der Grund liegt einfach darin, daB es fiir die Verwendung unseres 
Verfahrens ja an sich gar nicht auf die tatsachliche Anzahl der Argumente 
der auftretenden Begriffe ankommt, sondern nur darauf, da8 unter den 
Argumenten eines Begriffes niemals mehr als eines als ,,veranderlich* im 
Sinne der friiheren Erklarung (8.196) behandelt werden mu8. Eben dieser 
Umstand wird uns auf der anderen Seite ein willkommener Anla8 sein, 
mit der eigentlich praktischen Tragweite des bereits gewonnenen Stand- 
punktes zugleich die Kiinstlichkeit und Verfehltheit der hergebrachten 
Trennung der Algebra der Logik in Gebietekalkiil und Relativkalkiil in 
helles Licht zu riicken, sofern nicht schon das Unangemessene des Ver- 
suches, die in der Relativalgebra in der Tat unentbehrlichen Klassen und 
Klassenzusammenhange in die starre Form dieses Kalkiils zu zwangen, an 
sich einleuchtend genug sein sollte. 

Auf 8.491 des dritten Bandes seiner Algebra der Logik gibt Schréder 
ein System sogenannter ,,Entwicklungsformeln“, die, wie er berichtet, von 
Peirce ohne Beweis aufgestellt worden sind. Als Probe mag hier die fol- 
gende geniigen, die sich in der Schréderschen Bezeichnungsweise als: 


(a+b) peo= S'{a + (u+c)}{b 5 (@+0)} 


darstelit, wahrend die iibrigen drei durch duale und konverse Ubertragung 
entstehen. Schréder gelingt nun der Beweis — wie es scheint, nach man- 
chen vergeblichen Versuchen — durch ein einigermaBen kiinstliches Ver- 
fahren, nachdem ihm ein zufallig entdeckter gliicklicher Umstand zu Hilfe 
gekommen ist. 


Von unserem Standpunkt stellt sich der von Peirce angegebene Zu- 


sammenhang fast als eine reine Selbstverstandlichkeit dar. Die rechte Seite 
lautet namlich in unserer Begrifisschrift folgendermaBen: 


G : Zhe Pry Mey 29 ee Pry hz ys 


und unser allgemeines Beweisverfahren legt uns nahe, die Elimination der 
Beziehung g*” anzustreben. Da die Peircesche Aquivalenz in den Individuen 
az und y allgemein gelten soll, spielen diese in dem obigen Teilausdruck 
offenbar die Rolle von Konstanten. Um sie der klareren Einsicht halber 
auch fiir das Auge zu unterdriicken, schreiben wir abkiirzend: 


, 


fee 7“ fh. Jz: «> 9:5 hry 7 hs, Poy <> Pos 


womit der obige Ausdruck sich als 


y th hip: .zgthp: 
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darstellt**). Und hier ist das Eliminationsergebnis bekanntlich**): 
ef: g hz, 
was ausfiihrlich bedeutet: 
2f,:92sh,y: 
Dies ist nun aber genau die linke Seite der Peirceschen Aquivalenz. (Wir 
erkennen iiberdies, daB jene Aquivalenz richtig bleibt, wenn man das c 
rechts einmal weglaBt, weil dies fiir das Eliminationsergebnis offenbar 
nichts ausmacht.) 
Wie wir gesehen haben, bietet allgemein die Elimination aus einer 
Beziehung 
PP ysy oder GP acy 
gegeniiber der Elimination aus einer Aussage nichts grundsatzlich Neues, 
weil ja z und y einfach als Konstante behandelt werden. 
Wir betrachten weiterhin das folgende Schrédersche Beispiel einer 
»Produktationsaufgabe“ **): 


a=] (u;a+ ui +b), 
in unserer Begrifisschrift: 


P (8. Pi -fuy) VPee Ivy: 
Wir setzen, sogleich zur Klassenschreibung iibergehend: 
. E fy a. 9:y*> B,, P22 * Q;- 
Dies gibt: 
o(%.o,.¢,)v0,8, bzw. paofo. 
Nach der allgemeineren Eliminationsformel *’) ist dies aquivalent mit 
«B, 
was gemaB unseren Abkiirzungen besagt: 
2fy 9-y° 
Ein Ding z und ein Ding y stehen also dann und nur dann in der ge- 
*) Wo »’ freilich, genau betrachtet, nicht die Begriffe ~#, sondern diejenigen 
gy. durchléuft. Da es hier aber nur auf die Begriffsumfange ankommt, ist dieser 


Umstand offenbar unwesentlich. 
%5) In Klassenschrift stellt sich die obige Elimination ersichtlich dar als: 


O-a79-£25 +* ef: 
**) Algebra der Logik 8, S. 508. 


_: Um statt dessen auf die Eliminationshauptform zu kommen, wiirden wir, 
Aé vermége X als falsches Disjunktionsglied hinzufiigend, rechnen: 


«oe Ap pe++> ad par af. 
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gebenen Beziehung, wenn z ein beliebiges Individuum ist und y die letzte 
Bedingung erfiillt. Wir haben es demzufolge oben mit einer zerfallenden 
Beziehung, einem ,,Quaderrelativ’’ nach Schréders Ausdrucksweise, zu tun. 
Sie stellt sich bei ihm iibrigens in der Form 0 + (a+b) dar. 

Selbstverstandlich wird unser Verfahren innerhalb dieses Gebietes, 
fiir das es ja noch gar nicht allgemein entwickelt worden ist, nun nicht 
etwa alles leisten kénnen. So werden ihm Aufgaben wie z. B.*): 


z= ]] {u+(a5a); d}, 


u 
in unserer Schrift: 


P Pay? (UPraluv-Goy)> 
vorderhand unzuginglich bleiben miissen, weil hier in der Tat eine Be- 
ziehung zwischen den beiden Verdnderlichen u und v auftritt. 


Dagegen kann man sich in Fallen wie diesem zunachst schwer angreifbar 
erscheinenden **): 
7 \ fas 
Dd (a5 u)(ws), 
u 


in unserer Begrifisschrift: 


G -2feePry-% Paz Gey 
den Schréder durch eine Art von Exhaustionsverfahren erledigt, durch 
den folgenden Kunstgriff helfen. Wir setzen zuniachst unbekiimmert: 


— a, Gey = B,, ; . e.> Pry * %s 
als ob gm) und gz unabhingige Begriffe waren. Natiirlich verlangt dann 
die Bedingung 
o0.ao.po 
zu wenig, da ja in Wahrheit 9 und o in einem gewissen Zusammenhange 
stehen. Vergleichen wir naimlich die beiden von z abhangigen Ausdriicke 


Pry und @,,, 
so besteht allerdings, solange wenigstens eines der Argumente des ersten 
von dem entsprechenden des andern verschieden ist, kein notwendiger 
Zusammenhang zwischen den Wahrheitswerten der beiden Aussagen. Da- 
gegen mu8 selbstverstandlich der Wahrheitswert von ¢,, fir z=2 und 
der von 9,, fiir z=y der gleiche sein, weil ja der Wahrheitswert von 
ey — « und y sind konstant! — nur ein einziger ist. Es mu8 somit 
gelten: 
o,++9,, dh. (0,.0,)(0,-4,), 


88) Algebra der Logik 8, S. 510. 
%) Ebenda 8. 545. 








218 H. Behmann. 


was eben besagt, daB 9, und o, entweder beide richtig oder beide 
falsch sind. 


Die in diesem Sinne vervollstandigte Bedingung lautet nunmehr: 
oo.a9.ha.(0,.9,)(0,-4,)- 
Vermége VII und IV* wird hieraus: 
09.a9.B0.0,.0,' 90.%9.f5.0,.4, 
und nach der naheliegenden Trennung der veranderlichen Klassen: 
(9.«9.40).(6.80.y0)"(0.c9.%0).(6.fo.yo : 


Das erste und das letzte Glied geben augenscheinlich die Resultante Y, 
und es bleibt als Eliminationsergebnis schlieBlich iibrig: 


Byatt dh. ap, 
oder vermége der Bedeutung von « und /: 


a om 


die gesuchte resultierende Beziehung. Bei Schréder*®) ergibt sie sich in 
der merkwiirdigen Gestalt: 


(0’+a)+043(6+ 0’), 


die nichtsdestoweniger die einfachste Darstellung zu sein scheint, welche 
dem Relativkalkiil fiir unseren Ausdruck /,,g,, zur Verfiigung steht. 


Die nicht blo8 im gegenwartigen Zusammenhange, sondern im ganzen 
Verlauf unserer Untersuchung benutzte Tatsache, da8 die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, daB es einen Begriff m gibt, der F, zu 
einer richtigen Aussage macht, eben die Geltung der Aussage GF, ist, 
wird gewi8 jedem derartig trivial erscheinen, daB er wohl weder eine 
Veranlassung sehen wird, sie noch ausdriicklich zu formulieren, noch selbst 
die Méglichkeit, dies in einer einigermaBen gehaltvollen Weise zu tun. 
Es scheint mir nun kaum irgend etwas so bezeichnend zu sein fir die 
allgemeine Einstellung, die der Algebra der Logik gegeniiber selbst ihre 
berufensten Vertreter eingenommen haben, da8 z. B. Schréder hier durchaus 
zwei Probleme unterscheidet, nimlich einmal das ,,Eliminationsproblem“, 
das die von @ freie Bedingung fiir die Erfiillbarkeit von F,, und auf 
der anderen Seite das ,Summationsproblem“, das eine aquivalente von 


freie Schreibung des Ausdrucks @ F,, verlangt. Erst bei der Drucklegung 


*°) In Wirklichkeit behandelt Schréder allerdings das zu dem obigen duale 


Problem mit einer gewissen hinzutretenden, fijr das Wesen der Aufgabe belanglosen 
Verwicklung. 
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seines dritten Bandes kommt ihm ,,zu guter Letzt“ die Entdeckung, da8 das 
Eliminationsproblem sich auf das Summationsproblem ,,zuriickfiihren“ und 
damit ,,allgemein lésen“ lasse (S. 489—490), und erst von dieser Stelle 
an erscheinen die beiden Probleme als gleichwertig. 

Den tieferen Grund dieser doch immerhin seltsamen Verkennung des 
logischen Sachverhalts glaube ich in folgendem finden zu sollen: Schréder 
hat sich offenbar bemiiht, zu den bekannten Problemen der Zahlenalgebra 
innerhalb der logischen Algebra Seitenstiicke aufzuweisen und zu behandeln. 
So nun insbesondere zu dem Problem der Auflésung einer Gleichung oder 
eines Systems von Gleichungen, mit welchem bekanntlich das algebraische 
Eliminationsproblem eng verkniipft ist. In der Tat liegt die Sache in 
der Algebra der Logik bis zu einem gewissen Grade entsprechend, mit 
dem praktischen Unterschiede freilich, daB in dieser das von Schréder 
stark in den Vordergrund geriickte Auflésungsproblem, rein sachlich beur- 
teilt, von ganz untergeordneter Bedeutung ist. Auf der anderen Seite 
haben wir nun in der Zahlenalgebra Aufgaben wie die der Summation 
einer Reihe oder — um noch die Analysis hinzuzunehmen — der Aus- 
wertung eines Integrals, die, formal betrachtet, darauf abzielen, eine in 
dem jeweils gegebenen Ausdruck auftretende Veranderliche — den Stellen- 
zeiger oder die Integrationsvariable — aus seiner Darstellung zu beseitigen. 
Daf nun aber in der logischen Algebra das Eliminationsproblem **) und 
das Summationsproblem nicht nur fquivalent, sondern identisch sind, 
scheint Schréder véllig entgangen zu sein — gewiS ein merkwiirdiger 
Beleg dafiir, in welchem Grade fiir ikn der Inhalt gegeniiber der Form 
zuriicktrat! 

Die im gegenwartigen Paragraphen behandelten Beispiele betrafen 
durchweg das Summationsproblem und das diesem dual entsprechende 
,,Produktationsproblem“. 


VIIL Die zweite Stufe des Entscheidungsproblems. 
§ 20. 
Das Problem der Normalform. 


Um den Gegenstand der vorliegenden Untersuchung iiberhaupt zu 
einem gewissen Abschlu8 bringen zu kénnen, hat es sich bereits als das 
Gegebene herausgestellt, unser Entscheidungsproblem auch auf den Fall 
auszudehnen, daB wir zu den Begriffen m” noch die konstante Beziehung 
x=y, also der Identitat von Individuen*), hinzunehmen. In dieser 


*") Im engeren Sinne, wie bei Schréder gemeint. 
42) Nur auf diese kommt es an; die Identitét von Klassen hat uns, wie erinner- 
lich, keine Schwierigkeiten gemacht. 
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Absicht werden wir zunachst unser Problem der Normalform entsprechend 
zu erweitern haben. 


Ich nenne A* den Aussagenbereich, der aus A durch Hinzunahme 
der Bezichung x=y entsteht. Eine Aussage aus A* kann somit als 
Grundbestandteile enthalten: 1. konstante und veranderliche Individuen, 
2. konstante Aussagen, 3. konstante Begriffe eines Individuums und 4. die 
eine konstante Beziehung z = y. 

Ich behaupte nun: Um eine Aussage aus A* als elementare Ver- 
kniipfungsaussage, insbesondere als Normalform, zu schreiben, bedarf es 
auBer den friither aujgezdhlten Bausteinen nur noch solcher von den 
Formen : 


ie Ms cacy Oy, iy cns 
- = —— Ss = 
2 > = 25 
a, Gen uc, ‘SOs 


Hier soll nun der untere Doppelbogen bedeuten, daB die fragliche Klasse 
oder die fraglichen Klassen zusammen héchstens ein Individuum — weniger 
als zwei! — auslassen, und der obere Doppelbogen, daB die fraglichen 
Klassen mindestens zwei Individuen gemeinsam haben, allgemein der 
n-fache untere Bogen, daB die Vereinigungsklasse der durch ihn 
zusammengefaBten Klassen weniger als n Individuen auslaft, und der 
n-fache obere Bogen, daB die Durchschnitisklasse der in Rede stehenden 
Klassen mindestens n Individuen enthdlt. 

Von dem hiermit gegeniiber den bisherigen Klassenverkniipfungen 
gewonnenen Reichtum an Ausdrucksméglichkeiten werden schon die fol- 


genden einfachsten Beispiele eine gewisse Vorstellung geben. So bedeuten 
z. B. die Aussagen: 


a, @.a, a.a, a.a, ap 
= = = = = 
= = — 


der Reihe nach, daB « héchstens ein Element hat, daB « genau ein 
Element hat, daB « genau zwei Elemente hat, daB « ein oder zwei Ele- 
mente hat, und endlich, daB alle Elemente von « mit héchstens einer 
Ausnahme auch Elemente von # sind. 


Die Verneinung einer Klassenaussage wird genau wie friiher gebildet, 
d.h. nach dem Schema 


— 
thy > a6, 


Se” 


wie man vermége der Bedeutung der mehrfachen Bogen leicht iiberlegt. 
Die iibereinanderstehenden Bausteine der obigen Reihen sind natiirlich 
wiederum duale Bestandteile im Sinne der Regel VIII. 
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Um nunmehr die vorhin behauptete Zuriickfiihrbarkeit der Aussagen 
von A®* allgemein nachzuweisen, denken wir uns die gegebene Aussage 
zunichst wieder in der bekannten Weise ausgedriickt, daB alle Operatoren 
— es handelt sich nur um Individuenoperatoren — am Anfang der Aus- 
sage stehen und ihre Wirkungsbereiche sich simtlich bis an den Schlu8 
der Aussage erstrecken. Der der Matrix zunichst stehende Operator sei 
wiederum, wie wir uns bestimmter vorstellen wollen, der partikulare 
Operator Z. Denken wir uns die Matrix wieder als disjunktive Normal- 
form geschrieben, so kénnen wir genau wie friiher nach Z zerspalten und 
den Wirkungsbereich jedes % auf diejenigen Bestandteile beschranken, die 
wirklich von x abhingen. Ein solcher Wirkungsbereich wird dann etwa 
so aussehen: 

E.f,-9,-2 + Y.2 +2. 

(Natiirlich ist die Anzahl der Bestandteile jeder der beiden Formen in 
Wirklichkeit unbeschrankt.) y und z sollen Individuen vorstellen, deren 
Operatoren entweder urspriinglich links von % standen oder die méglicher- 
weise auch ohne Operator stehen, also konstant sind. Unverneinte 
Identitéten von der Form x= brauchen wir offenbar nicht zu beriick- 
sichtigen, weil wir im Fall einer solchen ja vermége der Regel XI im 
obigen Ausdruck x durch u ersetzen diirften und damit den Operator Z 
bereits beseitigt hatten. 


Als zu dem obigen Ausdruck gehériges Klassenschriftzeichen ergibt 
sich uns zunachst 


~o..% 
aByz 
oder, wenn wir zur Abkiirzung 
ap=y 
setzen: 
vyz, 


womit die Verinderliche x fiir das Auge bereits verschwunden ist. 
Freilich hilft uns der letzte Ausdruck in dieser Form noch nicht viel; 
wir miissen vielmehr, um die Trennung der Veranderlichen weiter durch- 
filhren zu kénnen, die Individuen y und z gewissermaBen ,,freizumachen“ 
suchen. Dies gelingt nun bemerkenswerterweise einfach dadurch, da8 wir 


uns die Bedeutung des Ausdrucks 
yye 
genauer iiberlegen. Er besagt, wie wir wissen, daB y mindestens ein von 


y und z verschiedenes Individuum enthilt, oder — anders gewendet —, 
daB y, auch nachdem man die Individuen y und z, soweit es diese etwa 
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enthalten sollte, aus ihm entfernt hat, immer noch mindestens ein 
Individuum enthalt. 

Im Falle dieses Sachverhalts bestehen nun offenbar die folgenden 
drei Méglichkeiten: 1. y hat mindestens drei Elemente; dann kommt es 
fiir die Richtigkeit der obigen Aussage auf y und z nicht an. 2. Es ist 
nur bekannt, daB y wenigstens zwei Elemente hat; in diesem Falle kénnen 
wir die Giiltigkeit der Aussage offensichtlich nur dann verbiirgen, wenn 
entweder y =z ist oder aber mindestens eines der Individuen y und z 
schon auBerhalb » liegt. 3. Wir wissen bloB, da8 y wenigstens ein Element 
hat; dann darf weder y noch z Element von y sein. Dies heibt 
insgesamt: . 

Y° P+ Y =2)°7-y- Ye 
Oder nach Distribution und Kiirzung vermége X: 

7-7 (Vy-¥e)- 2% y7(¥ = 2)- 
Die letzte Form kann so gelesen werden: ,,y hat auf jeden Fall wenigstens 
ein Element. Hat es weniger als zwei Elemente, so enthalt es weder y 
noch z. Hat es weniger als drei Elemente, so enthialt es mindestens eines 
der Individuen y und z nicht, es sei denn, daB y mit z identisch ist.“ 

Der strenge Beweis der obigen Zerlegung ergibt sich wohl am ein- 
fachsten auf Grund der Tatsache, da8 yyz von jedem Glied der disjunk- 
tiven Form impliziert wird, wahrend es seinerseits jedes Glied der kon- 
junktiven Form impliziert. 

Damit haben wir nun aber wieder genau dasselbe Problem vor uns 
wie zu Anfang, nur mit einer Veranderlichen weniger. 7, » und ¥ gelten 
natiirlich als konstante Aussagen und werden einfach als solche mitgenommen. 
Setzen wir das Verfahren auch fiir die iibrigen verinderlichen Individuen 
fort — im Falle eines partikuléren Operators wie oben, im Falle eines 
allgemeinen entsprechend dual vorgehend —, so miissen wir schlieBlich 
mit dem Augenblick, wo keine Individuen mehr explizite auftreten — auch 
die konstanten Individuen mégen wir uns, obwohl das fiir den Eliminations- 
prozeB8 nicht nétig ist, freigemacht vorstellen —, auf eine elementare 
Verkniipfungsaussage allein aus Bestandteilen der beschriebenen Art 
kommen, die wir vermége des Distributionssatzes nach Belieben auch als 
konjunktive oder disjunktive Normalform schreiben kénnen. 


Ich stelle die fiir die Freimachung von Individuen benédtigten Formeln 
fiir die einfachsten Fille iibersichtlich zusammen: 
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GU <> WH. 26 <r ar a.d CU <-> OG. her @. Bk 
es ss SS - > 8 u u 

er es an Bem. sy a Mle ce 

CUY <> &.4(G,.G,. UY). aa, &, CUV<->k B.6, 0 (U=v)* aa. a, 
+ o-oo ° = B,; , Be 

<> G74, 4,74. a,.0,.UV <> @.@(@,.@,).@@, a (=v). 


Die Formeln fiir mehr als zwei Individuen lassen sich leicht entsprechend 
bilden. Beim Ubergang von einer Formel zur duaien ist iibrigens zu 
beachten, daB die Einheitsklassen nicht etwa nach dem Vorbild der frei 
veranderlichen Klassen stehen bleiben diirfen, sondern in ihre Erginzungs- 
klassen iibergehen, und umgekehrt. 


§ 21. 
Das Problem der Elimination. Das SchlaBergebnis. 
Es bleibt nun noch iibrig, das Eliminationsproblem 
PP otgar oder GF year, 


wo F nunmehr eine Aussage des Bereiches A* ist, zu lésen — womit 
dann gem&8 den Uberlegungen des § 12 das allgemeine Entscheidungs- 
problem fiir den héheren Aussagenbereich B*, der durch die Hinzunahme 
der konstanten Beziehung x =y m den Grundbestandteilen von B ent- 
steht, ohne weiteres erledigt sein wird. 


Wieder legen wir fiir unsere Uberlegung den Fall des partikuliren 
Begriffsoperators zugrunde. Ganz entsprechend wie friiher denken wir 
uns F nunmehr in der erweiterten Klassenschrift als disjunktive Normal- 
form geschrieben, nach 6 zerspalten und die Wirkungsbereiche der Opera- 
toren 6 auf die @ wirklich enthaltenden Bausteine beschrinkt. Eine von 
einem Operator 6 beherrschte Teilaussage wird dann so aussehen: 


—_ — a= 


2 eee eee. eee ey Pe oy A Re ee Oe 


. 


— 


nachdem Bausteine von anderer Gliederzahl und Form genau nach den 
friiheren Uberlegungen zuriickgefiihrt worden sind. 
Es kommen uns hier nun die folgenden Formeln zu Hilfe: 


ap<>2.at. pe up<>2.ap2 
of ~ = 

ap«r By .ak.pi.cy.py.2y “p«rF7.apay 
ar ee ee 4. <att 


usf. Die rechten Seiten bedeuten der Reihe nach: ,,Es gibt ein Individuum, 
das sowohl in « als auch in f enthalten ist.“ ,,Es gibt ein Individuum, 
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das gegebenenfalls « und f zur Allklasse erginzt.““ (Es kénnte natiirlich 
trotzdem «f sein; dann ist das Individuum z eben beliebig.) ,,Es gibt 
zwei verschiedene Individuen x und y, deren jedes in « und in # ent- 
halten ist.“ ,,Es gibt ein Individuum z und ein Individuum y, so daB 
«, 8, x; y zusammen alle Individuen ausmachen.“ Sie umschreibxn also 
nur in naheliegender Weise die Bedeutungen der linken Seiten. 

Vermittelst der obigen Formeln lassen sich nun augenscheinlich in 
unserer Hauptform alle oberen Bogen und alle mehrfachen unteren Bogen 
beseitigen, so daB nur untere einfache Bogen iibrigbleiben, wahrend die 
neu heraustretenden Individuenoperatoren sich wieder iiber den Operator 6 
nach links hiniiberschieben lassen. Somit haben wir im Wirkungsbereich 
von 6 nur noch a- und f#-Glieder und kénnen die Elimination ohne 
weiteres in der bekannten Weise vollziehen. 

Im Falle des allgemeinen Begriffsoperators verfahrt man natiirlich 
entsprechend dual und verwendet demgema8 fiir die Zuriickfiihrung der 
Bausteine mit unteren Bogen und mehrfachen oberen Bogen die zu den 
obigen dualen Formeln: 


_—-_— 


cB«rxax pau “B<»xape 


-—_ 


ap « »zyat pray py zy ap « xy apiy usf, 


In jedem Falle gehért die Resultante, wie man ohne weiteres iibersieht, 
wieder dem Bereich A* an, die vereinfachte Gesamtaussage also ihrerseits 
wiederum dem Bereich B*, so daB alle in einer Aussage von B* auf- 
tretenden Begriffe in der Tat nach ein und demselben Schema eliminiert 
werden kénnen**). 

Nachdem aus der gegebenen Aussage von B* alle veranderlichen 
Begriffe auf die beschriebene Weise beseitigt sind, kann das endgiiltige 
Eliminationsergebnis ersichtlich nur noch Bausteine enthalten, die véllig 
von Buchstabenzeichen 9, 0,..., x, y,... frei sind. Da nun obendrein jede 
Verkniipfungsklasse aus den Grundbestandteilen V und A ersichtlich selbst 
einen dieser beiden Werte hat, werden wir es infolgedessen zuniichst als 
Normalform aus Bestandteilen: 


_ 
= _~ 


ts i: § eee 2 Ae OY 


~— = 


voraussetzen. Von diesen vier Reihen enthalt nun aber die erste lauter 
unbedingt richtige und die letzte lauter unbedingt falsche Bausteine, so 
daG diese gemaB X fiir die Betrachtung ausscheiden. 


**) Individuenoperatoren zwischen den Begriffsoperatoren oder zu Eingang der 
Aussage sind natiirlich jeweils nach der in § 20 gegebenen Vorschrift hineinzubringen. 
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Was die beiden mittleren Reihen betrifft, so bedeutet V, daB es 
mindestens ein Individuum gibt, V, daB es mindestens zwei Individuen 
gibt, usf., und entsprechend A, daB es kein Individuum, A, daB es héchstens 
ein Individuum gibt, usf. Innerhalb jeder Reihe impliziert somit von 
zwei Gliedern stets eines das andere; daher werden wir Disjunktionen oder 
Konjunktionen gleichartiger Glieder iiberhaupt nicht in Betracht zu ziehen 
haben, sondern nur solche von zwei ungleichartigen Gliedern. 

Statt diese Erérterung weiter in abstrakter Allgemeinheit durch- 
zufiihren, méchte ich ihr lieber das folgende konkrete Beispiel hinreichend 
allgemeiner Natur einer derartigen Restaussage zugrunde legen: 


= 


Fn 


=) 
=) 


+ 


(> 


oh a. 
= LS 


Von eingliedrigen Obergliedern wird von jeder Art offenbar nicht mehr 
als eines aufzutreten brauchen. (Der Sperrigkeit der Symbolik abzuhelfen, 
ware natiirlich leicht, aber fiir den Augenblick kaum lohnend.) 

Das erste Oberglied unseres Beispiels besagt, daB ¥ mindestens 
5 Individuen enthalt; es wiirde also fiir sich allein die mit der Giiltigkeit 
der Aussage vertrigliche Individuenanzah] nach unten beschrinken. Das 
zweite bringt zum Ausdruck, daB es mindestens 2 und héchstens 3 Individuen 
gibt und wiirde folglich nur die Individuenanzahlen 2 und 3 zulassen. Das 
dritte besagt, daB es mindestens 3 und héchstens 1 Individuum gibt, 
fordert also Unmégliches. Das vierte endlich sagt aus, daB der Individuen- 
bereich iiberhaupt leer ist. 

Im Falle unseres Beispiels wire somit die Aussage, iiber deren Wahr- 
heitswert entschieden werden soll, richtig: 1. fiir alle Individuenanzahlen 
von 5 an, 2. fiir die Anzahlen 2 und 3, 3. fiir Anzahlen gréBer und zu- 
gleich kleiner als 2, deren es freilich keine gibt, 4. fiir die Anzahl 0**), 
fiir alle iibrigen aber falsch. Unser endgiiltiges Ergebnis wiirde somit 
sein, daB die in Rede stehende Aussage in allen Individuenbereichen richtig 
ist mit Ausnahme derjenigen, die gerade 1 oder gerade 4 Individuen ent- 
halten. Das folgende Schema mag dies naher verdeutlichen: 


v Vv 
ealtduidahsatadiinel 


i 
0 1 2 3 4 5 6 








s+ 


Allgemein werden wir sagen: Jedes Oberglied einer disjunktiven 
Normalform einer Eliminationsrestaussage von B* schneidet aus der An- 


“) Ubrigens ist fiir den trivialen Fall A wegen des Versagens von II* unsere 
Entscheidung im allgemeinen unzuverlissig, indessen, falls hierauf Wert gelegt werden 
sollte, durch unmittelbare Priifung der gegebenen Aussage leicht zu erginzen. 

Mathematische Annalen. 86. 15 
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zahlenreihe ein entweder nur nach unten oder beiderseits begrenztes Stiick 
aus. Die Gesamtheit dieser Stiicke umfaBt genau diejenigen Individuen- 
anzahlen, fiir welche die fragliche Aussage richtig ist. Diese ist also ent- 
weder richtig fiir alle Individuenanzahlen mit Ausnahme héchstens endlich 
vieler oder falsch fiir alle Individuenanzahlen mit Ausnahme héchstens 
endlich vieler. 

Das Schlufergebnis unseres Entscheidungsverfahrens fiir eine beliebige 
Aussage des Bereiches B* wird also notwendig die folgende Gestalt haben 
miissen: Die gegebene Aussage ist richtig — falech — fiir alle Individuen- 
anzahlen mit Ausnahme — gegebenenfalls — der endlich vielen Anzahlen 
m,n,.... Fir hinreichend groBe, insbesondere unendliche Individuen- 
bereiche liegt der Wahrheitswert somit stets eindeutig fest und ist im 
letzten Falle von der Machtigkeit unabhingig. 

Es darf nicht befremden, sondern liegt vielmehr durchaus in der Natur 
der Sache, da8 das Entscheidungsverfahren, so wie es hier in voller All- 
gemeinheit begriindet worden ist, bei der Durchfiihrung im praktischen 
Einzelfall einigermaBen umstindlich erscheinen wird. Abgesehen davon, 
daB die strenge Zwanglaufigkeit unseres Verfahrens seine anscheinende 
Schwerfalligkeit wohl mehr als aufwiegt, beruht diese doch vielleicht letzt- 
lich nur auf dem Umstand, da® auf diesem verhaltnismaBig wenig be- 
arbeiteten und zum Teil erst neu erschlossenen Gebiet bis jetzt noch nicht 
geniigend allgemeine Gesetze bekannt sind, die — etwa nach dem Muster 
unserer friiheren Regel fiir die Elimination aus der Eliminationshauptform — 
mit Nutzen zur Abkiirzung der Rechnung verwandt werden kénnten. Inner- 
halb der gegenwartigen Untersuchung ist in der Tat nur gerade so viel an 
Formeln und Gesetzen aufgewiesen und benutzt worden, wie zur Aufstellung 
des in Rede stehenden Verfahrens eben hinreicht. Trotz der bereits ge- 
gebenen allgemeinen Lésung harren also selbst hinsichtlich des bisher be- 
trachteten Aussagenbereiches noch eine Reihe nicht minder bedeutsamer 
als anziehender Aufgaben der weiteren Bearbeitung. 

Was die Erweiterung des Entscheidungsproblems auf beliebige Be- 
ziehungen und héhere Begriffe angeht, so erscheint es immerhin fraglich, 
ob auch hier das Eliminationsproblem weiterhin als geeignete Grundlage 
dienen kénnen wird, und zwar auf Grund der folgenden Uberlegung: Ge- 
niigen etwa zwei Klassen « und einer rein logisch angebbaren Bedingung, 
innerhalb deren irgendwelche verinderliche Klassen vorkommen — sagen 
wir z. B. derjenigen, daB es eine dritte Klasse gibt, die « als Teilklasse 
enthalt und ihrerseits als Teilklasse in f enthalten ist —, so wissen wir 
allerdings, daB wir eine solche Bedingung gewi8 auch ohne Erwahnung 
derartiger veranderlicher Klassen auszudriicken vermégen. Die Sache liegt 
indessen, wie es scheint, wesentlich verwickelter, sobald eine veranderliche 
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Beziehung in Frage kommt, wie z. B. bei der Aussage, daB die Klassen « 
und # gleichzahlig sind, d. h. da8 durch eine gewisse Beziehung die Elemente 
der einen denen der anderen umkehrbar eindeutig zugeordnet werden. Hier 
sieht man durchaus keine Méglichkeit, die Bedingung der Gleichzahligkeit 
zweier Klassen allgemein ohne einen Hinweis auf eine derartige verinder- 
liche Beziehung auszudriicken. Vermutlich wird es hier also wiederum 
eines ganz neuen Gedankens bediirfen. 


Anhang. 
Zusammenstellung der Rechenregeln. 


I, Satz von der doppelten Verneinung. Doppelte Verneinungs- 
striche iiber demselben Bestandteil kénnen nach Belieben gesetzt oder 
weggelassen werden. 


II. Vereinigungssatz. Die Glieder einer Disjunktion oder Konjunk- 
tion kénnen nach Belieben zusammengefaBt oder getrennt werden. 


II*. Treten im Zusammenhang mit durchweg disjunktiver oder durch- 
weg konjunktiver Verkniipfung auch Operatoren auf, so diirfen die vor- 
kommenden Symbole nach Belieben zusammengefaBt oder getrennt werden, 
mit der Einschrinkung jedoch, da8 kein Argument von dem zugehérigen 
Operator in einer diesen Zusammenhang miBachtenden Weise getrennt 
werden darf. 


III. Vertauschungssatz. Die Reihenfolge der Glieder einer Dis- 
junktion oder Konjunktion ist beliebig. 

III*. Treten im Zusammenhang mit durchweg disjunktiver oder durch-. 
weg konjunktiver Verkniipfung auch Operatoren auf, so ist die Reihen- 
folge der vorkommenden Symbole beliebig, mit den beiden Einschran- 
kungen, daB 1. jeder Operator links von den zugehérigen Argumenten und 
2. die Reihenfolge der Operatoren untereinander die gleiche bleiben muB. 
Doch ist in dem Falle, daB zwei oder mehrere gleichartige Operatoren 
nicht durch ihnen ungleichartige getrennt sind, die Reihenfolge jener be- 
liebig. 

IV. Verschmelzungssatz. Tritt in einer Disjunktion oder Konjunk- 
tion ein Glied mehrmals auf, so braucht es nur einmal gesetzt zu werden, 
und umgekehrt. 


IV*. In einer Disjunktion von partikuliren oder einer Konjunktion 
von allgemeinen Aussagen kénnen die Operatoren, soweit sie vom gleichen 
logischen Typus sind, in einen verschmolzen werden. Umgekehrt kann in 
einer partikularen Disjunktion oder einer allgemeinen Konjunktion der 
Operator zerspalten und zu den einzelnen Gliedern gesetzt werden. 

15* 
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[V. Eliminationssatz. Aus irgend zwei richtigen Aussagen erhalt 
man wieder eine richtige, indem man gegebenenfalls einmal ein freies Disjunk- 
tionsglied — als welches auch die Aussage selbst betrachtet werden darf — 
der einen Aussage, das sich von einem solchen der anderen Aussage nur 
durch den dariiberstehenden Verneinungsstrich unterscheidet, gegen dieses 
weghebt und die iibrigen disjunktiv verkniipft. 


V*. Zusatz zu V. Sind die beiden gegebenen Aussagen allgemein 
und die Operatoren entsprechend vom gleichen logischen Typus, so kann 
die Regel V sinngem&S auf die Operanden angewandt werden, wobei der 
SchluSsatz seinerseits dieselben Operatoren erhalt wie jeder der Vordersitze. 


V. Implikationssatz. Aus einer richtigen Aussage erhalt man wieder 
eine richtige, indem man einen geraden Bestandteil durch eine von ihm 
implizierte oder einen ungeraden durch eine ihn implizierende Aussage 
ersetzt, anders gesagt: indem man einen geraden Bestandteil abschwicht 
oder einen ungeraden verstarkt. 


V*. Zusatz zu V. Enthalten die auszuwechselnden Bestandteile Ver- 
anderliche, so muB die vorausgesetzte Implikation in diesen Veranderlichen 
allgemein gelten. } 


VI. Satz von der Ausfiihrung der Negation. Die Negation einer | 
Disjunktion ist aquivalent der Konjunktion der Negationen der einzelnen 
Glieder; die Negation einer Konjunktion ist aquivalent der Disjunktion 
der Negationen der einzelnen Glieder. 


VI". Hinsichtlich der Ausfiihrung der Negation und der Umkehrung 
dieser Operation werden Operatoren wie elementare Verkniipfungsglieder 
behandelt, nur da8 rechts vom Operator kein Wechsel der Verkniipfung 
eintritt**) und im zweiten Fall kein Argument von dem zugehdérigen Ope- 
rator sinnwidrig getrennt werden darf. 

VII. Distributionssatz. Eine Konjunktion von Disjunktionen kann 
aigquivalent als eine Disjunktion von Konjunktionen geschrieben werden 
und entsprechend eine Disjunktion von Konjunktionen als eine Konjunk- 
tion von Disjunktionen, und zwar erhalt man die Oberglieder der neuen 
Form dadurch, daB man aus den Obergliedern der alten auf alle még- 
lichen Arten je ein Unterglied auswihlt. 

VIII. Dualitatssatz. Eine — in den etwaigen relativen Konstanten 
({vgl. S. 196) der beiden Teilaussagen allgemeingiiltige — Aussagenaiquivalenz 
bleibt richtig, wenn man in den verglichenen Aussagen iiberall die Ver- 
kniipfungen der Disjunktion und der Konjunktion gegeneinander auswechselt 





*) Die als Lesezeichen dienenden Zwischensymbole wird man iibrigens dessen- 
ungeachtet schematisch auswechseln. (Vgl. S. 179 u. 190.) 
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und iiberdies alle allgemeinen Operatoren durch partikulare ersetzt und 
umgekehrt. 


IX. Vereinfachungssitze. 


1. Ein Oberglied einer Normalform — im weiteren Sinne, d. h. 
einer Konjunktion von Disjunktionen oder einer Disjunktion 
von Konjunktionen — kann weggelassen werden, wenn es alle 
Unterglieder eines anderen Obergliedes enthilt. 


2. Ein Unterglied einer Normalform kann weggelassen werden, 
wenn seine Negation auBerdem noch selbstiandig als Oberglied 
vorkommt. 


X. Verdrangungssatz. In einer Konjunktion verdringt stets das 
stirkere Glied das schwichere — d.h. dieses kann neben jenem weg- 
gelassen werden —, in einer Disjunktion umgekehrt das schwichere das 
starkere. 


XI. Satz von der Umschreibung der singularen Aussage. Mit 


der singularen Aussage f, sind aquivalent die allgemeine Aussage x x — @ f, 
und die partikulare Aussage 7.2 = a... 


Der Einheitlichkeit zuliebe sind die obigen Regeln — zum Teil in 
einer gegeniiber der im Text der Abhandlung gegebenen etwas abweichen- 
den Form — samtlich als solche der reinen Aussagen- und Begrifisdar- 
stellung gefaBt worden. Doch la4Bt sich die Mehrzahl von ihnen auf die 
Klassenlogik teils formal iibertragen, indem man die Negation, die Dis- 
junktion und die Konjunktion als die entsprechenden Klassenverkniipfungen 
versteht -- wobei iibrigens noch die Wahl bleibt zwischen der Ver- 
kniipfungsaussage und der Verkniipfungsklasse —, teils inhaltlich, indem 
man einfach den Gehalt der Regeln in der Klassensymbolik ausdriickt. 
Wertvo]l sind in der ersten Auffassung namentlich die Regeln I—IV, 
VI, VII, TX, X, in der zweiten die Regeln VIII und XI. Die mit dem 
Stern versehenen Regeln haben iiberwiegend nur fiir die Aussagen- und 
Begrifislogik Bedeutung. 


(Eingegangen am 16. 7. 1921.) 











Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen 
Mengenlehre. 


Von 


Adolf Fraenkel in Marburg. 


Wenn man die Cantorsche Mengenlehre*), unter Ausscheidung der 
Antinomien und unter Verzicht auf die ihnen Raum gebende Cantorsche 
Mengendefinition, auf mathematisch befriedigende Grundlagen stellen will, 
so kommt vorlaufig nur die von Herrn Zermelo gegebene Begriindung*) in 
Frage. Einige das Grundgeriist dieser Begriindung betreffende und z. T. 
es modifizierende Bemerkungen bilden den Inhalt der folgenden Zeilen; 
eine ausfiihrlichere und zusammenhangende Erérterung des hier in einigen 
Kernpunkten bezuhrten Fragenkomplexes bleibt einem weiteren Aufsatz 
vorbehalten, in dem eine endgiiltige axiomatische Begriindung ver- 
sucht wird. Die iiberaus scharfsinnigen Untersuchungen Zermelos sollen 
hierdurch nicht umgestoBen, sondern nur vervollstandigt und befestigt 
werden, u. a. auch nach der Richtung der bisher nicht gelungenen Klarung 
der Unabhdangigkeit der Axiome. 


I. Die sieben Zermeloschen Axiome reichen nicht aus zur Begriin- 
dung der Mengenlehre. 

Zum Nachweis dieser Behauptung diene etwa das folgende einfache 
Beispiel: Es sei Z, die Z., S. 267, definierte und als existierend nach- 
gewiesene Menge (Zahlenreihe); die Potenzmenge UZ, (Menge aller Unter- 
mengen von Z,) werde mit Z,, UZ, mit Z, bezeichnet usw. Dann ge- 
statten die Axiome, wie deren Durchmusterung leicht zeigt, nicht die 


1) Vom Standpunkt Kronecker-Brouwer-Weyl — fiir die Mengenlehre kommt 
wesentlich Brouwer in Betracht — wird hier abgesehen; die Differenzen zwischen 
dieser Auffassung und der heute in der Analysis iiblichen, die an die Namen Weier- 
straB und Cantor gekniipft werden kann, diirften mindestens noch geraume Zeit 
weiterbestehen. . 

*) Math. Ann. 65 (1908), S. 261-281. Zitiert als Z. 
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Bildung der Menge {Z,, Z,,...}, also auch nicht die Bildung der Ver- 
einigungsmenge. Es la8t sich daher, wenn man etwa dem Kontinuum 
eine Machtigkeit < x~,, zuschreibt, auf Grund der Axiome z. B. die Existenz 
von Mengen mit Machtigkeiten > wx,, nicht beweisen. 

Diese bisher nicht bemerkte Liicke der Zermeloschen Begriindung ist 
durch Hinzufiigung eines neuen Axioms oder Erweiterung eines vorhan- 
denen auszufiillen. Fiir das angegebene Beispiel kommt man mit einer 
— allerdings sehr erheblichen — Erweiterung von Axiom VII aus. Bildet 
man jedoch, auf dem durch jenes Beispiel beschrittenen Weg systematisch 
weitergehend, allgemeinere Gegenbeispiele, so sieht man, daB eine allige- 
meine Forderung neuer Art aufgestellt werden mu8; man kommt durch 
solehe Uberlegung zunachst zu dem folgenden Axiom®*): 


Ersetzungsaxiom. Ist M eine Menge und wird jedes Element 
von &M durch ein ,,Ding des Bereiches 8“ (vgl. Z., S. 262) ersetzt, so geht 
M wiederum in eine Menge iiber. 

Fiir das oben angefiihrte Beispiel hat man, um die Existenz der 
Menge {Z,, Z,,...} zu zeigen, auf Grund des soeben formulierten Axioms 
nur das Element 0 von Z, durch Z,, das Element {0} durch Z, zu er- 
setzen usw. Man kann weiter auf die Vereinigungsmenge der so ent- 
stehenden Menge das Axiom in analoger Weise anwenden und erlangt, 
derart weiterschreitend, ersichtlich die erforderliche Freiheit in der Bildung 
von Mengen. 

Fiir die speziellen Zwecke der Axiomatik der Mengenlehre ist es 
iibrigens (vgl. unten IIb) wiinschenswert und méglich, an Stelle des an- 
gefiihrten Axioms ein weniger weitgehendes und schirferes aufzustellen; es 
gelingt dabei, den Begriff ,,ersetzen‘‘, der im wesentlichen auf den Funk- 
tionsbegriff hinauslauft und einer besonderen Einfiihrung bediirfte, iiberfliissig 
zu machen. Die fragliche Formulierung mu8 der kiinftigen Gesamtdar- 
stellung vorbehalten bleiben, da sie mit der Klarung des Begrifis ,,definit*‘ 
(vgl. unten Ila) zusammenhangt. 

II. Gewisse Bemerkungen zu einzelnen der Zermeloschen Axiome 
und Grundbegriffe sollen hier Platz finden, Bemerkungen, die nicht nur 
an sich hervorhebenswert erscheinen, sondern auch die folgende Erérterung 
des Unabhangigkeitsproblems vorbereiten wollen. 

a) Der schwachste oder vielmehr — neben der unter I bemerkten 
Liicke — der einzige schwache Punkt in Zermelos Axiomatik ist die 
Definition’ des Begriffs einer ,,efiniten‘’ Frage oder Klassenaussage 


*) In speziellerer und priziserer Form bereits in meinem Aufsatze ,Axiomati- 
sche Begriindung der transfiniten Kardinalzahlen (Math. Zeitschrift (1922)) verwendet 
(vgl. die dortige Definition 2). 
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(Z., Nr. 4 und Axiom III, 8. 263). Der Zermelosche (an Cantor sich 
anschlieBende) Standpunkt, der hier wohl in scharfstem Gegensatz zur 
Brouwerschen Auffassung steht, bedarf im Rahmen seiner Theorie einer 
scharfen Prizisierung, die zweckmaBigerweise davon ausgeht, daB von vorn- 
herein die Beziehungen meM (,,m ist Element von M“) und M = WN 
als definit erklart werden. Ein Versuch der Ausfiillung dieser Liicke bleibe 
der zusammenhangenden Darstellung vorbehalten. 


b) Sehr weit verbreitet sind gewisse Auffassungen in bezug auf das 
Auswahlaziom VI (Z., 8. 266), die mir als durchaus miSverstandlich 
erscheinen. Es heiBt dort: 


»Axiom VI. Ist 7 eine Menge, deren simtliche Elemente von 0 
verschiedene Mengen und untereinander elementenfremd sind, so enthilt 
ihre Vereinigung G7’ mindestens eine Untermenge S,, welche mit jedem 
Elemente von 7’ ein und nur ein Element gemein hat. (Axiom der 
Auswahl. ) 

Man kann das Axiom auch so ausdriicken, daB man sagt, es sei 
immer méglich, aus jedem Elemente M,N, R,... von T ein einzelnes 
Element m,n, r,... auszuwdhlen und alle diese Elemente zu einer Menge 
S, zu vereinigen.“ 

Dieser letzte Satz hat vielfach die Meinung hervorgerufen, der Kern 
des Axioms liege in der Forderung der Méglichkeit der ,,Auswahl eines 
ausgezeichneten Elements“ aus jeder der Mengen M, N,... oder in der 
Forderung der Méglichkeit der ,,gleichzeitigen Auswahl“ aus ihnen allen. 
Beide Auffassungen diirften unzutreffend sein. Denn fiir jede einzelne 
Menge M oder, anders ausgedriickt, fiir den Fall, daB 7 nur ein einziges 
Element M besitzt, ist die in dem Axiom geforderte Auswahl beweisbar; 
ist namlich a irgendein Element‘) der (voraussetzungsgemaB von (0 ver- 
schiedenen) Menge M, so existiert die Menge {a} nach Axiom II und 
sie besitzt die gewiinschte Eigenschaft. Ist so die Auswahl fiir jede ein- 
zelne Menge méglich, so ist sie es natiirlich auch gleichzeitig fiir alle 
Mengen von 7', da die Auswahl wie jede mathematische Operation als 
etwas Zeitloses anzusehen ist. 

Der oben angefiihrte, das Auswahlaxiom erlauternde Satz ist indes, 
wie ich freundlicher brieflicher Bestétigung von Herrn Zermelo verdanke, 
nur als eine Anmerkung, welche die Theorie nicht beriihrt, aufzufassen“; 
jener Satz wie auch die Bezeichnung ,,Axiom der Auswahl betreffen 
nur eine psychologische Veranschaulichungsweise, wabrend das Axiom, wie 





*) Eime derartige (keine versteckte Voraussetzung enthaltende) SchluBweise wird 
auch bei Zermelo vor Einfiihrung des Auswahlaxioms (Z., Nr. 13, S. 266 oben) 


verwandt. 
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auch seine Fassung hinreichend zeigt, als reines Hxistenzaxiom (gleich 
den iibrigen Axiomen II bis VII) zu betrachten ist. Um seine Unab- 
hangigkeit von den iibrigen Axiomen nachzuweisen, wird man also eine 
mit den iibrigen Axiomen vertriagliche Realisierung der Beziehung me M, 
d.h. des Mengenbegriffis, anzugeben haben, bei der folgendes eintritt: 
Bildet man irgendwie oder in bestimmter Weise zu der gegebenen Menge T 


Mengen {m}, {n},..., so daB meM, neN,..., so existiert keine 
Menge S,, die die Elemente m,n,... und nur sie enthalt. Vgl. unten 
8. 236f. 


Unter Zuhilfenahme des unter I eingefiihrton Ersetzungsaxioms wird 
iibrigens die Existenz der Menge 8, und damit das Auswahlaxiom an- 
scheinend beweisbar. Denn nach jenem Axiom ezistiert die Menge S,, 
die aus 7’ dadurch entsteht, daB jede der (von 0 verschiedenen) Mengen 
M,N,... durch eines ihrer Elemente ersetzt wird. (Dieser Gedanken- 
gang, gegen den iibrigens vielleicht Bedenken méglich sind, will natiir- 
lich nichts iiber die Konstruktion der Menge S, aussagen, sondern nur 
zeigen, daB die Nichtexistenz einer Menge S, mit den iibrigen Axiomen 
unvertraglich wird, wenn man zu diesen das Ersetzungsaxiom hinzunimmt.) 
Obgleich das Ersetzungsaxiom weniger miBverstaindlich und mindestens 
ebenso plausibel sein diirfte wie das Auswahlaxiom, empfiehlt es sich 
dennoch nicht, dieses zugunsten von jenem aufzugeben; unter anderem 
auch deshalb, weil das Auswahlaxiom fiir die allgemeine Mengenlehre er- 
forderlich ist, wahrend das Ersetzungsaxiom (ebenso wie Zermelos Axiom VII) 
nur die Existenz spezieller Klassen von Mengen sichert. Es ist daher 
vom axiomatischen Standpunkt vorzuziehen (und auch durchzufiihren), 
nur den iiber das Auswahlaxiom hinausgehenden Bestandteil des Ersetzungs- 
axioms als neues Axiom zu formulieren. 

c) Hat sich unter I der Zermelosche Mengenbegriff als zu eng fiir 
die Cantorsche Mengenlehre erwiesen, so ist er in anderer Beziehung weiter, 
als es die Bediirfnisse der Mathematik zu erfordern scheinen. Zunichst 
nimlich kénnen unter den ,,Dingen“‘ des ,,Bereichs 8“, aus denen auf 
Grund der Axiome die Mengen ihre Existenz herleiten, sich auch solche 
nichtmathematischer und iiberhaupt nichtbegrifflicher Herkunft befinden. 
Ferner la8t das Axiomensystem Raum z. B. fiir die von Herrn Mirimanoff*) 
als ,,ensembles extraordinaires‘* bezeichneten Mengen M von der Art, daB, 
wenn M,eM und wenn k eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet, M, 
stets ein Element M,,, enthalt. Solche Mengen kénnen zwar nicht auf 
Grund der Axiome aus den ,,unzerlegbaren“ (d. h. keine Menge darstellen- 
den) Dingen von $ aufgebaut werden, sie kénnen aber in 8 vorkommen. 


5) L’Enseignement mathématique 19 (1917), S. 42. 
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Wihrend Mengen der ersten wie der zweiten Art fiir die Mengenlehre als 
mathematische Disziplin nicht benétigt werden, geht aus der Tatsache, 
da8 sie innerhalb der Zermeloschen Axiomatik Platz finden, jedenfalls 
hervor, daB das Axiomensystem (auch bei der unter I und IIb an- 
gedeuteten Erginzung) keinen ,,kategorischen Charakter“‘*) besitzt, namlich 
die Gesamtheit der Mengen nicht vollistindig festlegt. Die Sachiage ist 
in gewissem Sinn umgekehrt analog derjenigen, die fiir Herrn Hilberts 
,Grundlagen der Geometrie“ vor der Einfiigung des Vollstandigkeitsaxioms 
bestand; wie dort durch dieses, so kann hier den angegebenen Ubelstanden 
durch ein als neuntes und letztes Axiom aufzustellendes ,, Beschranktheits- 
axiom“*) abgeholfen werden, das dem Mengenbegriff oder zweckmaBiger 
dem Bereich 8 den geringsten mit den iibrigen Axiomen vertrdglichen 
Umfang auferlegt. Verfahrt man in dieser Art, so wird die Nullmenge zu 
dem einzigen Ding, das keine Menge ist; das geniigt fiir alle mathemati- 
schen Zwecke und vereinfacht die Betrachtung sachlich und z. T. auch formal. 


III. Die Untersuchung der Unabhdngigkeit des Zermeloschen Axiomen- 
systems war bisher zwar (im allgemeinen wie namentlich fiir das Auswahl- 
axiom) als eine wichtige Aufgabe erkannt*), aber nicht durchgefiihrt 
worden; sie gibt erst vollen Aufschlu8 iiber Bedeutung und Tragweite 
der einzelnen Axiome. Nihere Priifung ergab, daB nur Axiom II (Axiom 
der Elementarmengen) wesentlich reduziert (wenn auch natiirlich nicht 
entbehrt) werden kann, wahrend im iibrigen die Axiome voneinander 
unabhingig sind; fiir die Beweise ist allerdings — namentlich beim Aus- 
wahlaxiom — die ungeniigende Bestimmtheit des Begrifis ,,definit‘‘ und 
damit des Axioms III, von der oben (IIa) die Rede war, sehr stérend, 
wie dies weiter unten hervortreten wird. Fiir die Axiome II, IV, V, VII 
sind geeignete Unabhangigkeitsbeweise naheliegend und ohne besondere 
Schwierigkeit durchfiihrbar; zum Nachweis der Unabhingigkeit von Axiom I 
kann man z. B. geordnete Mengen in Betracht ziehen, wobei zu bedenken 
ist, daB die Axiome (namentlich auch Axiom IV) nichts iiber die ein- 
deutige Bestimmtheit der geforderten Mengen aussagen. Wahrend die Aus- 
fiihrung der Beweise fiir diese Axiome einer kiinftigen Betrachtung, die 
von dem vervollstandigten Axiomensystem ausgeht, vorbehalten bleiben 
mag, sollen die zwei wichtigsten Unabhangigkeitsbeweise, die fiir die 


*) Vgl. meine (fiir den vorliegenden Zweck in leicht ersichtlicher Weise zu modi- 
fizierende) Formulierung und Verweisung im Journ. f. Math. 141 (1911), 8. 76. 

*) Ein solches Beschrinktheitsaxiom habe ich mit Vortei] ‘n meiner oben unter *) 
zitierten Arbeit verwandt (Axiom X), auf die ich betreffs der scharfen Formulierung 
verweise; man wiirde hier etwa zu fordern haben, daB der Bereich %, falls er einen 
kleinsten dem Axiomensystem geniigenden Teilbereich besitze, mit diesem identisch sei. 

*) Vgl. Z., S. 262 oben, sowie Zermelo, Math. Ann. 65 (1908), S. 111 ff. 
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Axiome III (Axiom der Aussonderung) und VI (Axiom der Auswahl), im 
folgenden gegeben bzw. (fiir Axiom VI) der Richtung nach angedeutet 
werden. 


Zu Axiom III. Die Nullmenge 0 sei das einzige unzerlegbare, 
d.h. keine Menge darstellende Ding des Bereichs $8, dem im iibrigen 
nur die im folgenden zu kennzeichnenden Mengen angehéren. Zur Ab- 
kiirzung werde {0} mit 1, {1} mit 2 bezeichnet usw. Wahrend ,,ent- 
halten“‘, d.h. die Beziehung zwischen Element und Menge, im iiblichen 
Sinn verstanden werde, soll der Begriff ,,Menge“‘ folgendermaBen ein- 
geschrankt sein: Als Menge gilt jeder Bereich von endlich vielen Dingen 
aus § (insbesondere also von endlich vielen Mengen), ferner der Bereich 
Z,={0,1,2,...}, endlich jeder Bereich, der aus einer Menge entweder 
durch Bildung der Potenzmenge (Axiom IV) oder durch Bildung der Ver- 
einigungsmenge (Axiom V) hervorgeht. Dabei ist fiir die Bildung der 
Potenzmenge die Definition des Begrifis ,,Untermenge“ (Z., 8.262) zu 
beachten, wonach deren Mengeneigenschaft im voraus feststehen muB; 
» endlich viele“ sowie ,,endliche“‘ und ,,unendliche Menge“ sind im ge- 
wohnlichen Sinne zu verstehen, wobei auch die Nullmenge als endlich gilt. 

Hiernach ist Z, Untermenge jeder unendlichen Menge. Da sowohl 
die Potenzmenge einer endlichen Menge wie auch die Vereinigungsmenge 
einer keine unendliche Menge als Element enthaltenden endlichen Menge 
jedenfalls endlich sind, so geniigt es zum Beweis der ausgesprochenen 
Behauptung folgendes zu zeigen: Die Potenzmenge einer Z, als Untermenge 
enthaltenden Menge enthalt selbst Z, als Untermenge; das nimliche gilt 
zweitens von der Vereinigungsmenge einer Z, als Untermenge enthaltenden 
Menge und drittens von der Vereinigungsmenge einer Menge, unter deren 
Elementen sich eine Z, als Untermenge enthaltende Menge befindet. Im 
letzten Fall folgt die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar aus der 
Definition der Vereinigungsmenge (Axiom V). Was den ersten Fall be- 
trifft, so sei M eine Z, als Untermenge enthaltende Menge; dann enthalt 
die Potenzmenge UM die Elemente {0}=1, {1}=—2,..., ferner nach 
Definition (vgl. Z., Nr. 6, 8. 263) das Element 0, so daB Z, wirklich 
Untermenge von UM ist. Unter der nimlichen Voraussetzung fiir M 
enthalt 6 M das Element 0 (als Element des Elements 1 von M), ebenso 
1 (als Element von 2¢M) usw., d.h. auch im zweiten Fall ist Z, Unter- 
menge von ©M. 

Bei den getroffenen Festsetzungen sind die Axiome I, II, IV, V, VII 
offensichtlich erfiillt. Aber auch Axiom VI (Auswahlaxiom) wird befriedigt. 
Dann ist 7’ eine endliche Menge, deren Elemente lauter von 0 verschie- 
dene, untereinander elementefremde Mengen sind, so existiert eine Menge S, 
von der durch Axiom VI geforderten Art als eine Menge von endlich 
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vielen Dingen aus $8. Ist aber 7' eine unendliche Menge, so enthalt T 
nach dem im vorigen Absatz gefiihrten Beweis jedenfalls das Element 0, 
so da& Axiom VI gegenstandslos wird. Dagegen ist Axiom III nicht 
erfiillt; 2. B. besitzt Z, keine Untermenge, die alle und nur diejenigen 
Elemente von Z, enthalt, welche von 0 verschieden sind. Axiom III ist 
also von den iibrigen 6 Axiomen unabhingig. 


Zu Axiom VI. Der Begriff .,enthalten“ und die Bezeichnungen 
» endlich“, ,,unendlich“, Z, usw. sollen ebenso wie im vorangehenden 
gebraucht werden. Von Wichtigkeit ist fiir das Folgende der Begriff 
» definit’*; es mag der Zermeloschen Definition (Z., Nr. 4, 8. 263) ein 
bestimmter Sinn beigelegt werden, ohne da8 hier in eine nahere Erérterung 
eingetreten wird; zB. mag von einer definiten Aussage € gesprochen 
werden, falls sie mittels der Grundbeziehungen me M und M =N ,,im 
Sinn des heutigen Standes der Wissenschaft“ formuliert und ,,intern ent- 
scheidbar“ gedacht werden kann. Der Mangel an prizisem Gehalt, der 
hierbei dem Axiom III anhaftet, beeintrichtigt wohl die Beweiskraft der 
folgenden Betrachtung, tut dem Gedankengang und seiner Konsequenz 
aber keinen Abbruch; erst die Beseitigung jener Liicke erméglicht es, aus 
der nachstehend nur skizzierten Uberlegung einen strengen Beweis zu 
formen, namentlich eine konkrete Realisierung der im nachsten Absatz be- 
zeichneten Menge 7' herzustellen. 


Als Mengen sollen zunichst die Bereiche gelten, die auf Grund der 
Axiome II—V existieren, wenn man von der Nullmenge und der Menge 
Z,={0,1,2,...} ausgeht. Es existiere ferner eine abzihlbare Menge 
T ={M,, M,;...} von folgenden zwei Eigenschaften: M,, M,,... sind 
lauter elementefremde Mengen von je mindestens zwei Elementen; jede 
mittels der Grundbeziehungen des Bereiches $8 herstellbare, fiir die Ele- 
mente der Vereinigungsmenge ©7' definite Klassenaussage €(2z), die fiir 
mindestens je ein Element jeder der Mengen M, wahr ist, ist fiir alle 
Elemente mindestens einer dieser Klassen wahr*). Hierbei kénnen die 
Mengen M, und T entweder schon auf Grund der zu Beginn dieses Ab- 
satzes getroffenen Festsetzung existieren oder nicht; im letzteren (begrifflich 
wohl einfacheren) Fall mag zur Vereinfachung vorausgesetzt werden, dab 
die Elemente der Mengen M,, die saimtlich dem Bereich 6 angehéren 
sollen, keine Mengen seien. Als Mengen (und um so mehr als Dinge 
von %) gelten dann noch alle aus den Elementen der Mengen Y,, 
diesen Mengen selbst, der Menge 7' und den bereits vorher eingefiihrten 


*) Diese Bedingung ist insbesondere dann erfiillt, wenn jede definite Eigenschaft, 
die fir unendlich viele Elemente von G7 .wahr ist, fiir alle Elemente mindestens 
einer der Mengen M, wahr ist. 
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Mengen auf Grund der Axiome II—V hervorgehenden Mengen; dazu ge- 
héren insbesondere alle Bereiche von endlich vielen Elementen der M,, 
wahrend eine Menge, die aus jeder Menge M, ein Element enthilt, min- 
destens eine Menge M, als Untermenge besitzen muB. 

Die Axiome II—V und VII sind gema8 der getroffenen Verfiigung 
iiber den Mengenbegriff erfiillt, ebenso Axiom I gem&8 der Deutung des 
Begrifis ,,enthalten“. Es gibt nach Axiom II zu jeder der Mengen M, 
Mengen {m,}, die genau ein Element von M, enthalten. Dagegen erzeugt 
die (durch die Axiome nicht gestattete) Vereinigung einer vollstindigen 
Serie solcher Mengen keine Menge; denn der so entstehende Bereich, der 
aus jeder Menge M, ein Element enthilt, miiBte nach der im letzten Absatz 
angegebenen zweiten Eigenschaft von 7’ jedenfalls eine der Mengen M, 
als Untermenge enthalten, wenn er selbst eine Menge darstellte. Die 
Menge ©T7' besitzt also keine Untermenge S, von der in Axiom VI an- 
gegebenen Eigenschaft, d.h. das Axiom der Auswahl ist (im Sinne des 
angegebenen Vorbehalts) von den iibrigen Axiomen unabhangig. 


Marburg, 10. Juli 1921. 


(Eingegangen am 10. 8. 1921.) 











Uber die Entwicklung der harmonischen Funktionen der 
Ebene und des Raumes nach Orthogonalfunktionen *). 


Von 


Stefan Bergmann in Berlin. 


Ausgehend von Uberlegungen, die der Algebra von unendlich vielen 
Variablen angehéren, wird in der vorliegenden Arbeit gezeigt, daB es méglich 
ist, zu jedem ebenen Bereiche B eine ,,in bezug auf den Bereich B ortho- 
gonale“ Funktionsfolge ®, herzustellen, so daB jede im abgeschlossenen 
Gebiete B regular harmonische Funktion f(z, y), die an der Berandung C 
von B die vorgeschriebenen Werte f(s) annimmt, sich im Innern von B 
in der Form 


ian é,(z,y) 
Ie, 9) = — 2 0,(29) {1(0) Poe Mae 


darstellen 1a8t**). Eine ahnliche Entwicklung wird fiir den dreidimensionalen 
Raum nachgewiesen. Der in §3 und § 4 gefiihrte Existenzbeweis ergibt 
die Méglichkeit, eine spezielle Folge (und zwar von Orthogonalpolynomen) 
fiir jeden gegebenen Fall wirklich herzustellen. 

Diese Entwicklungsméglichkeiten ergeben sich nicht aus speziellen 
Eigenschaften der harmonischen Funktionen, vielmehr scheint es, daB die 
erhaltenen Resultate Spezialfalle von Satzen allgemeinerer Natur iiber die 
Darstellbarkeit von Funktionen, die gewissen Differentialgleichungen ge- 
niigen, sind. In der vorliegenden Arbeit ist indes darauf noch nicht naher 
eingegangen. 

Herr Bieberbach hat gezeigt, daB die Kreisabbildungsfunktion w(z) 
eines Bereiches B  folgende Minimaleigenschaft besitzt. Es wird 


*) Die vorliegende Arbeit wurde von der philos. Fakultaét der Berliner Universitat 

als Doktordissertation angenommen (Referenten Prof. v. Mises und Erh. Schmidt). 
**) Hinsichtlich der Literatur vergleiche- Lichtenstein, Enzyklopidie der Mathe 
mat. Wissenschaften II C 3 Nr. 17. 
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Jfw'(z)w’(z)dw mu einem Minimum, falls zum Vergleiche alle analyti- 
B 


sche Funktionen f(z) der komplexen Variablen herangezogen werden mit 
der Nebenbedingung |/’(0)|—=1. Die Kreisabbildungsfunktion wird des- 
halb im folgenden als Minimalfunktion, die Kreisabbildung als Minimal- 
abbildung bezeichnet. 


Im § 1 wird ausgehend von dhnlichen Uberlegungen die Existenz 
einer Minimalabbildung fiir einen ebenen Bereich in einer solchen 
Form nachgewiesen, da8 die analoge Ableitung fiir den dreidimensionalen 
Bereich in ganz gleicher Weise sich geben la8t; hierbei war es notwendig, 
einen Satz iiber quadratische Formen von unendlich vielen Variablen zu 
benutzen, der im § 2 genau formuliert und bewiesen wird. Im § 8 wird 
ein System von Funktionen, das orthogonal in bezug auf den Bereich ist, 
eingefiihrt, und es wird gezeigt, daB die Minimalabbildungsfunktion bzw. 
jede regular-analytische Funktion sich nach diesem System in B ent- 
wickeln lat. Bezeichnet 4(P) den Flacheninhalt des Minimalbereiches, 
auf den sich B abbilden la8t, wenn das Verzerrungsverhiltnis im Punkte P 
gleich 1 gesetzt wird, so wird 4(P), als Funktion von P betrachtet, gleich 
dem reziproken Wert des Kernes des Orthogonalsystems. Ist >; (z)q;(z) 
der Kern der in bezug auf B orthogonalen Funktionen einer komplexen 
Variablen, so ist S@,(z);(0) diejenige Funktion, die B auf einen Kreis 
abbildet. Im § 4 werden die Betrachtungen auf die harmonischen Funktionen 
ausgedehnt und analoge Satze aufgestellt. Im §5 werden die Analogien 
zwischen der Entwicklung einer harmonischen Funktion nach den Ortho- 
gonalfunktionen einerseits und der Entwicklung des Funktionselementes einer 
analytischen Funktion nach dem System 


ry 4 er 


andererseits naher erdrtert und die entsprechenden Schliisse daraus gezogen. 


Der Hauptgedanke der vorliegenden Arbeit besteht darin, daB man 
bei den betrachteten Funktionsklassen den Ubergang von der Entwickel- 
barkeit nach Orthogonalfunktionen im Kleinen zu der Entwickelbarkeit 
nach Orthogonalfunktionen im Grofen macht. Die Orthogonalfunktionen 
zum Bereich B lassen sich leicht durch eines der bekannten Orthogonali- 
sierungsverfahren herstellen. Wesentlich ist, daB man die Endlichkeit des 
neu entstandenen Kernes zeigt. Dies geschieht auf Grund der angegebenen 
geometrischen Interpretation des Kernes. Wei8 man, da8 die Entwicklung 
nach Orthogonalfunktionen im Kleinen an jeder Stelle des Bereiches einen 
endlichen Kern besitzt, so schlieBt man, mit Hilfe passender (geometri- 
scher) Abschitzungen, daB der Kern des Funktionensystems, das zum 
ganzen Bereich B orthogonal ist, endlich ist. 
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Ich méchte an dieser Stelle die Gelegenheit benutzen, Herrn Prof. 
v. Mises meinen Dank fiir die Anregung zur vorliegenden Arbeit und fiir 
die mir erteilten Weisungen und Ratschlige auszusprechen. Ebenso danke 
ich Herrn Prof. Erhard Schmidt fiir seine wertvolle Unterstiitzung. 


§ 1. 
Die Minimalabbildung eines Bereiches. 


Eine im Einheitskreis regulire analytische Funktion, die im Null- 
punkte das Verzerrungsverhiltnis 1 (Ableitung vom Absolutwert 1) besitzt, 
bildet, wie bekannt, das Innere dieses Kreises auf einen Bereich ab, dessen 
Flache gréfer ist als die Kreisfliche’). Nehmen wir den Hauptsata der 
Theorie der konformen Abbildung hinzu, wonach jeder einfach zusammen- 
hangende Bereich B sich konform auf einen Kreis abbilden laBt, so folgt 
daraus: Diejenige Funktion w(z), die B auf das Innere eines Kreises ab- 
bildet, ist dadurch charakterisiert, daB der entsprechende Bildbereich den 
kleinsten Flacheninhalt hat unter allen Bildbereichen, auf die B durch 
eine Funktion f(z) mit f'(0)=1 abgebildet werden kann. Dieser Ge- 
danke soll uns zur Auffindung von w(z) dienen. 

Die GréBe des Flacheninhaltes eines durch die Funktion f(z) ver- 
mittelten Bildbereiches wird durch das Integral 


(1) Sr'(z) f'(2)dw 


dargestellt. Dabei bedeutet: dw das Flaichenelement in der B-Ebene im 
Punkte z, f’(z) die Ableitung von f(z) und f’ (2) den zu ihr konjugierten 


Wert im Punkte z, also das Produkt f’ (z) f(z) das Quadrat des linearen 
Verzerrungsverhaltnisses. Dem Bieberbachschen Gedankengang folgend, 
setzen wir fiir f(z) ein Polynom an, 





w, (2) =a, +a,2+...+ 4,2", 

und bestimmen seine Koeffizienten so, daB w,(z) in (1) eingesetzt (1) zu 
einem Minimum macht, wenn zum Vergleiche alle Polynome n-ten Grades 
mit der Einschrankung w,(0)—1 herangezogen werden. Es gibt immer 
ein einziges Polynom dieser Art, das man in bekannter Weise (end- 
liche Extremumaufgabe) bestimmen kann. lim w,(z) liefert dann nach 
Bieberbach die Abbildungsfunktion. nah 

Bei seinem Beweise stiitzt sich Herr Bieberbach auf funktionen- 
theoretische Betrachtungen, vor allem auf den Hauptsatz, daB es zu jedem 

*) Siehe dazu Bieberbach: ,Einfiihrung in die konforme Abbildung* (Sammlung 
Géschen ), 8. 95, und Bieberbach: ,Zur Theorie und Praxis der konformen Abbildung*. 
Rend. d. Cire. mat. di Palermo 88 (1914), 8. 98. 
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Bereiche B eine regular-analytische Funktion gibt, die ihn auf einen Kreis 
abbildet. Unsere erste Aufgabe soll es sein, unabhdngig von funktionen- 
theoretischen Mitteln, vor allem unabhiangig von letztgenanntem Satz, zu 
zeigen, daB der lim w,(z) fiir das durch die angefiihrte Minimalbedingung 


n 
bestimmte w,(z) existiert und im Innern von B eine regulaére Funktion 


darstellt. Eine derartige Ableitung rechtfertigt sich durch den allgemeineren 
iiber den Rahmen der Funktionentheorie hinausgehenden Gebrauch, den 
wir spater von den Ergebnissen machen werden. 

Der Kiirze halber wollen wir voraussetzen, da8 der einfach zusammen- 
hangende Bereich B von einer Jordankurve begrenzt und im Innern des 
Kreises vom Radius } um den Nullpunkt enthalten sei. Der Nullpunkt 
sei ein innerer Punkt des Bereiches. Setzen wir in (1) fiir f’(z) das 
Polynom w,(z) = >) 2,2" ein, so geht (1) in eine Hermitesche Form 

k=1 


(2) >) 2,8, (ff arz'do), 
r=0 #=0 B 

und die Bedingung w,(0)=1 in 

(3) %=1 


iiber. Die Auffindung des gesuchten Polynoms w,(z) reduziert sich auf 
die Bestimmung des Wertkomplexes 


(nm) (nm) (nm) (n) 
a =1, @ » Be > +++s Sa 2 


der (2) unter der Nebenbedingung (3) zu einem Minimum macht. Die 
Formel (2) kann man als den n-ten Abschnitt der Hermiteschen Form 
von unendlich vielen Variablen 


(4) F(z)= z x, %, (ff 2*2" dw) 
s=0 r=0 B 


betrachten. Jeder Abschnitt dieser Form ist als Flache eines (im all- 
gemeinen auf einer Riemannschen Flache gelegenen) Bereiches positiv, die 
Form (4) ist somit positiv-definit. Schreiben wir z= Re‘, so folgt aus 


>> JJ 22" do| s SS ff were “-" dRdq| 


r=0 s=-0 #=0 r=0 
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Tr 


daB (4) vollstetig ist. 
Wir bezeichnen jetzt mit 2%” das Minimum des n-ten Abschnittes 

unserer Form (4) unter der Nebenbedingung 

(5) %=1. 
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Es ist: 
(6) F,(z)= >: x, F, (SJ 2t8"dw) = J f wa (2) wa(2)do 
= = Jf wa(z) wa(z) do, 


wenn K den gréBten in B enthaltenen Kreis um den Nullpunkt bedeutet. 
Andererseits findet man den Wert des zweiten Integrals, wenn g den 
Radius von K bedeutet, durch gliedweise Integration, wie bekannt, zu 


SF wa( z)w,(z)dw = 22g" (28s v +2, %,9°+ eee tyccy 2,F,9°") 


Somit hat das Minimum 24." der Form (2) unter der Nebenbedingung (5) 
die untere Schranke 


(m) o+2 
(7) i S553 9" 


Mit wachsendem n kénnen die 4” nicht zunehmen, da die Minima nicht 
gréBer werden kénnen, wenn der Vorrat der zum Vergleiche zugelassenen 
Polynome wichst. Da nun die 1‘ nach (7) eine untere Schranke haben, 
80 exisiert 
: a 2x — 
(8) Tim 4” = de > 5573 9" 2. 
In gicicher Weise 1a8t sich einsehen, daB auch der Limes 4, der 
Minima 4%” der n-ten Abschnitte der Form (4) unter der Nebenbedingung 


(9) oe 4 i eat aa? te, +2a n ==} 


existiert. Dabei bedeutet @ den komplexen Wert von OP, wo P ein 
innerer Punkt von B ist. Um dies zu zeigen, miissen wir nur eine untere 
Schranke fiir 4, angeben. Die Funktion w,(z) 
1a8t sich an der Stelle P entwickeln, dann wird 
das absolute Glied von w,(z) gleich: 


(10) 2+ 2a+ alo e4.. +2 oa ad 


Denken wir uns jetzt den N hai nach P ver- 
schoben, so gilt die Formel (7) 


(11) Ag” > 29}, 


wo g, den Radius eines um P beschriebenen 
ganz in B gelegenen Kreises bedeutet. Somit haben wir auch 


(12) A,=795. 
In § 2 werden wir einen Hilfssatz der Theorie der Formen beweisen, der 
im wesentlichen besagt: 





Fig. 1. 
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Wenn die Abschnittsminima einer Form (4) bei Annahme jeder der 
betrachteten Nebenbedingungen eine von 0 verschiedene untere Schranke 
haben, so konvergiert die Stelle, an der das Minimum des n-ten Ab- 
schnittes erreicht wird, gegen einen bestimmten Punkt des co-dimensionalen 
Raumes; speziell fiir die Nebenbedingung 


(13) z=1 
wird der Limes der o-ten Koordinate der Stelle des Minimums 


(14) |lim 2” |—=|z,|< V2, 


wo A, und 4, die friihere Bedeutung haben. Nach diesem Satz konvergiert 
die Folge der Minimalpolynome w;(z) fiir die Nebenbedingung z, = 1 
gegen die Potenzreihe 

(15) W'(z) =D’ 2,2°. 


s=0 


Es ist nach (8) und (14) 


(16) jz, |<VE svete. 





Die Potenzreihe W'(z) konvergiert also im Kreise mit dem Radius g und 


stellt innerhalb dieses Gebietes lim w,(z) dar. 
a-@ 


Denken wir uns nun den Anfangspunkt in den Punkt P (OP =a) 
verlegt, so kénnen wir schreiben: 


(17) Whe = Yt VME + WE +... + ye", 


(nm) (nm) #, (n) (n) . . r . 
wo y, —ay, +..-+@y, =z und =2z—a ist. Wir bezeichnen 


das Polynom (17) mit wp,, um anzudeuten, daB es sich um die Ent- 
wicklung an der Stelle P handelt. Der Wert von (17) stimmt mit dem 
Wert von w,(z) in jedem Punkte ¢=z—daz iiberein. Wir bilden die 
zu wp gehdrige Form 


(18) Fr(y)= > u,9, ([J 8°" da). 

s=0 r=0 
Die Koeffizienten desjenigen Polynoms wp,, das unserer Minimalforderung 
mit der Nebenbedingung z, = 1 geniigt, erhalten wir als diejenigen y”, 
die den n-ten Abschnitt von Fp(y) unter der Nebenbedingung 


(19) yr —ay +... a*y”=1 


zum Minimum machen. Nach einem Korollar zu dem oben angefiihrten 
Satz aus der Theorie der Formen (das wir im nichsten Paragraphen eben- 
16* 
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falls beweisen werden) ergibt sich, daB auch in diesém Fall lim yn = y, 
vorhanden ist und n>e 


(20) Ins Vas Ve+vk. 
’ P 


wo g sich auf den friiheren Nullpunkt, g, auf P bezieht. Also existiert 
wiederum 





lim wp,(é) = Yot+y,E + yee + Tre 


an>@ 


Diese Entwicklung gilt im gréBten, ganz innerhalb B gelegenen Kreise um P. 

Da das urspriinglich betrachtete Polynom w4(z) an jeder Stelle den 
gleichen Wert wie wp,(£) hat, so haben wir in den w,(z) eine Reihe von 
Polynomen (also analytischen Funktionen), die in jedem inneren Punkte 
von B konvergiert. 

In jedem vollistandig in B enthaltenen Teilbereiche, dessen Berandung 
von B eine positive Entfernung hat, konvergiert die Polynomenfolge iiber- 
dies gleichmaBig. Denn wir kénnen einen solchen Teilbereich durch eine 
endliche Anzahl von Kreisen vollisténdig iiberdecken, die vom Rande eine 
positive Entfernung haben. In jedem dieser Kreise konvergiert die Poly- 
nomenfolge nach dem oben Gesagten gleichmaBig; sie ist also auf dem 
ganzen Teilbereiche gleichmaBig konvergent. 

Damit ist unsere Aufgabe (vorbehaltlich des im § 2 zu erbringenden 
Nachweises fiir den Hilfssatz) gelést: die Existenz der Minimumabbildung, 
als Limes einer Abbildung durch Polynome zu zeigen. Da8 die Minimal- 
abbildung die Kreisabbildung liefert, tibernehmen wir, wie einleitend gesagt 
wurde, als Folgerung aus der Funktionentheorie. 

Wie im §3 und § 4 niaher erértert wird, hat diese Minimalfunktion 
nicht nur als Kreisfunktion Interesse. Wir bezeichnen mit 4(P) den Flachen- 
inhalt desjenigen Minimalbereiches, fiir den der Absolutwert der Ableitung 
der Abbildungsfunktion im Punkte P gleich 1 ist. Es zeigt sich dann (§ 3), 
da8 man ein in bezug auf B orthogonales Funktionensystem herstellen kann, 


nach welchem man jede in B regulare Funktion entwickeln kann, und dessen 
1 


Kern an der Stelle P den Wert TP) hat. Dieses Resultat kann man 
sinngema8 auf die im Bereiche B harmonischen Funktionen iibertragen; 
man kann weiter, da wir bei dem Beweis von den spezifischen Eigen- 
schaften des zweidimensionalen Raumes keinen Gebrauch gemacht haben, 
eine analoge Betrachtung auch fiir die harmonischen Funktionen im Raume 
anstellen. 

Der Hauptzweck unserer Arbeit besteht darin, den angedeuteten Zu- 
sammenhang zwischen der Minimalabbildung des Bereiches B einerseits 
und der Entwickelbarkeit der in B harmonischen Funktionen nach gewissen 
Orthogonalfunktionen andererseits naher zu erértern. 
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In dem betrachteten Spezialfall (Minimalabbildung durch analytische 
Funktion) ist die erhaltene Minimalfunktion die Kreisabbildungsfunktion. 
Wie oben gezeigt, kann man die Existenz der ersteren unabhingig von dem 
Hauptsatze der Funktionentheorie beweisen; es besteht somit die Méglichkeit, 
den Hauptsatz auf diesem Wege von neuem zu beweisen, was mir aber 
bis jetzt nicht gelungen ist. Im § 3 wird diese Frage nach der Einfiihrung 
der Orthogonalfunktionen von einer neuen Seite beleuchtet. Hier méchte 
ich aber eine Folgerung ziehen, die als Weg zu einem solchen Beweis viel- 
leicht dienen kénnte (falls man sie unabhingig von dem Hauptsatz be- 
weisen wird) und die auch fiir sich gewisses Interesse hat: 

Eine nichigeschlossene Jordankurve y= f(x), 0S x<22, die die 
Eigenschaft besitzt, daB 


2x 

(21) Sf yt+2ettdx =0 (k=1,2,8,4,...), 
0 

ist eine der x-Achse parallele Gerade. 


Es ist naimlich jeder einfach zusammenhingende Minimalbereich ein 
Kreis. Fiihren wir Polarkoordinaten (R,q) ein und schreiben zu dem 
Minimalbereich die Form (2) auf, so lautet sie 


rots, tp (r—s) 
(22) PyrA| . Gal , d 9). 
Da der Bereich ein Minimalbereich ist, so verschwindet die erste Zeile 
von (22) (mit Ausnahme des Koeffizienten von %,%,). Es ist umgekehrt eine 
hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Bereich 4” 
Minimalbereich, und auf Grund des Hauptsatzes 
ein Kreis ist, daB der Koeffizient jedes einzelnen 
Gliedes z,%, (s =1, 2, 3, 4, ...) der zugehdrigen 5 
Form (22) verschwindet. Tragen wir die p-Werte , as * 
als Abszissen und die zugehérigen R-Werte als sania 
Ordinaten auf, so wird der Berandung des Minimalbereiches eine Kurve ent- 
sprechen; es folgt daraus, daB ein offener Jordankurvenzug, der die Eigen- 
schaft besitzt, daB 





fre edy —0 (k=1,2,38,...), 
eine gerade Linie ist. , 
§ 2. 
Ein Satz aus der Theorie der quadratischen Formen. 


Wir prazisieren jetzt den im vorigen Paragraphen bereits angefiihrten 
und benutzten Satz aus der Theorie der unendlichen Formen. Er lautet: 
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Der n-te Abschnitt einer positiv-definiten reellen quadratischen Form 


(1) Seas. 


r=08=0 


deren Koeffizienten der Einschrankung 


(2) la,,|< R*** (R endlich) 
unterliegen, habe unter der Nebenbedingung 
(3) z,=1 


(wo r eine der Zahlen 0,1,2,3,... bedeutet) das Minimum 1%” und 
erreiche speziell das Minimum 1,” an der Stelle p™ mit den Koordinaten 


Ze —_ # ", x, eecg a” ; 
besitzen die 1 fiir festes r je eine von 0 verschiedene untere Schranke, 
80 existiert 
lim 2)" = x, (a =1, r=1, 2,38,...), 
nwrn 


wobet 
(4) | 2, | <vz. 


Fiir den Beweis kénnen wir uns auf den Fall R <1 beschranken. 
Ist dies nicht von vornherein der Fall, so brauchen wir statt der Form 
(1) nur die aus ihr durch die Substitution 


y, = Riz, (R, > R) 


hervorgegangene Form p b,.y,y, za betrachten, die dieser Einschrankung 
s=0r=0 
schon geniigt. 


Die Form (1) ist dann vollstetig, weil >’|a,,| <>’ R* konvergiert. 
s=0 s=0 
Sie lé8t sich also nach den Resultaten von Hilbert*) auf die Normalform 


> %,,%,%, = >) kyxd 


s=0r=0 s#=0 
bringen, die zur Bestimmung der Extremalwerte unmittelbar geeignet ist. 
Der n-te Abschnitt von (1) wird durch eine orthogonale Transformation 


(5) 3° = Oa” + OF 2" +...+0%2™ (p—0, 1,2, 3,..., 2); 
(6) ay =O a” + O% a +...+ 082" (p=0,1,2,3,...,2) 


*) Grundziige einer Theorie der Integralgleichungen, IV. Mitteilung, 8. 148, Satz 35. 
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in die Quadratsumme 
n 


n 
3 
(7) D> areal” 2 a Py 2” 


#s=0r=0 s=0 


transformiert. Um das Minimum von (7) unter der Nebenbedingung 


at" — O26" + Of +... + O8Gah” =I 


zu erhalten, setzen wir die Ableitungen von 


(8) Dy a ae 24" CY’ of a” m3 1) 
s=0 s=0 
gleich 0: 
Em 2 — yom (s=0,1, 2,3,..., 2). 
Das ergibt nach (6) bei r = 0 (in (3)) 


o™o™ 

(9) a = ag? 5" 2 9p 
, =o 

un 

(10) $0 os atoning 


s 
s=0 ke 
Ebenso erhalt man, wenn nicht z,—1, sondern z,=1 als Neben- 
bedingung gilt, 
1 
poe 


A we 


s=o *” 


Bezeichnen wir mit V, den Vektor 


of of Om 
Vem VE” VE), > 





mit W, den Vektor 





vis” vas?" Yi 
und mit (V,W,) das innere (skalare) Produkt der beiden Vektoren, so 
schreibt sich (9) in der Form 


( On Onr ) 


(11) a — ag” (V,W,) 
und (10) in der Form 

- 
™ 40 = WV.) 


Wir wollen jetzt den Grenziibergang zu n—+0co machen. 
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Wir fiihren zwei neue Vektoren V und W im Raume von unendlich 
vielen Dimensionen ein 


v=(e. Ow On .), 
vk” vk,” vi’ 
O,- Ose 


mt oe a oe 
Vig” Vij” Viky’ +) 
(wo die O und & ohne oberen Index erscheinen, also der Hilbertschen 
orthogonalen Transformation der unendlichen Form entsprechen) und 
wollen beweisen, daB (V,W,) gegen (V W) konvergiert. Nach dem Satze 
von F. Riesz*) konvergiert das innere Produkt zweier Vektoren, von denen 
jeder sich seinem Limes-Vektor stark nahert*), und zwar gegen das innere 
Produkt der beiden Limes-Vektoren. 

Aus der Vollstetigkeit der Form (1) folgt, daB jede Komponente von 
V,, und von W,, gegen die entsprechende Komponente von V bzw. W kon- 
vergiert. Es la8t sich aber leicht einsehen, daB auch die Lange | V, | gegen 
|V| und die Lange |W,| gegen |W| konvergiert. Betrachten wir etwa 
V,. Die 49” sind als Minima monoton. Nach der Voraussetzung (4, > 0) 
konvergiert die Summe 








n om” 
(18) im 3 im = ie 


und wir miissen uns tiberlegen, daB dieser Ausdruck, der nach der Definition 

gleich + ist, auch gleich 
dy = 02 

(14) = 

2=0 ° 

ist. Wir wie zuerst zeigen, daB (14) gegen einen Wert konvergiert, 

den wir mit i bezeichnen. Zu diesem Zwecke gehen wir von der unend- 


lichen Quadratsumme , 
(7) > kei 
2=0 


aus. Die Form (7) ist vollstetig, da sie der Form (1) gleichwertig ist. 
n 


Nehmen wir den n-ten Abschnitt von (7) P k,z; und suchen sein 
#=0 


Minimum /;" unter der Nebenbedingung 
Ooo % + O19 %, +--+ $0.92, =1, 


*) Friedrich Riesz, ,Les systémes d’equations linéaires & une infinité d’inconnues“, 
Paris 1913, S. 56. 
*) Eine Vektorenfolge nahert sich stark ihrem Limesvektor V, wenn jede Kom- 
ponente und die Lange von V, gegen die entsprechende Komponente bzw. Lange von 
V konvergiert. Die Lange eines Vektors V bezeichnen wir kurz mit | V|. 
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so erhalten wir 


(n) 1 
5 3<-- 
hy O0 
s=0 4 
und 
14) 57 Ono li : 
oe = im —., 
\ } 2-0 ks ly nro ly” 


Wir miissen zeigen, daB (13) gleich (14) ist, dh. =A. Es ist 
jedenfalls ” > 2,, da es sonst ein System 


fis Mis Gio +o en he OO D « 


mit endlicher Quadratsumme gibe, das in die Form Bs kz, eingesetzt 
#=0 

diesem Ausdrucke den Wert ii” < 4, erteilen wiirde; es miiBte (nach (7)) 

einen Wertkomplex 


Lo = 1, By, Bq, Vy, Bar - 


geben, der der Form (1) den Wert i” < A, erteilen wiirde. Dies wider- 
spricht der Tatsache, daB 4, das Minimum von (1) sein soll. Analog ist 
auch 45" >1,, also 4,= l,. Es ist somit 


ie om? x o? 
(13) lim D/ 0 =D) 9 
n>esco |, e=0 


endlich. Ahnlich zeigen wir, daB 


eo (n)2 x o? 
s 


° 1 “er r 
in SO 3 
RPLe=0 Me s=0 


endlich. Es ist somit 


lim 2” = x, = 1,(V W) 
(15) an-?>2 


21s 4VEr SVE. 
Zusatz I. Ist neben den Velaniiiatidaain des Satzes I auch die 


Summe 5'! 1 konvergent, dann ist das obengenannte Sytem 
s=0 As 


= 1, 2, %,-..- 
eine Lésung im Schmidt-Hilbertschen Sinne, denn s |z,\°< yt 40 kon- 
vergiert in diesem Falle. ” 


Zusatz II. Unser Satz gilt auch unter den angegebenen Voraus- 
setzungen, wenn die Form (1) eine Hermitesche ist. 




























250 St. Bergmann. 


Der Beweis folgt Schritt fiir Schritt dem fiir reelle Formen ge- 
gebenen. Der n-te Abschnitt der Form (1) mit a,,—d,, kann durch die 
,,orthogonale“ Transformation 


(17) = 0" 2 4 ol” oi 4 oO 2” 
(18) a” = 6 ee a. Om 5 4 _" tr 2") 


auf die Form 


(19) > be al 2” 


e=0 


gebracht werden. 
Wir haben jetzt, um die Extremalwerte zu finden, die Ableitungen von 


Fim) (im) (mn) 4 7y(n) _ (nm) (nm) _ (m) 
D> kis Z; Z, R [ Ooo Zo “T e- +00 2 Zn 7 


2=0 
— 242 3 [O80 2S" +... + O28") 

gleich Null zu setzen. Denn unsere Nebenbedingung besteht jetzt aus 
den zwei Bedingungen: reeller Teil von «x. g!eich 1 und imaginarer gleich 0. 
Fiihren wir die Trennung nach Reellem und Imaginiarem aus, so er- 
halten wir durch Differentiation zwei Reihen von Gleichungen. Multipli- 
ziert man die zweite Reihe mit i(— Y—1) und addiert sie jedesmal zur 
ersten, so entspringen die Formeln 


ki” <! (nm) = (Agr + tdge’) OFF (¢=0,1,...,%). 
Setzt man noch 


as = ait + saa 


so gelangt man zu Ausdriicken, wie sie in unserem ersten Satze vorkamen: 





® Ain) 7 in) 
1 Orr Oar 
(15) rl) =) ~ Eo 
r e=0 7 
® nl ( 
(16) 2™ a 4 me Us " 





= 


2=0 
und die weiteren Ableitungen verlaufen analog wie dort. 
Wir kommen jetzt m einer wichtigeren Verallgemeinerung unseres 


Satzes, die im vorigen Paragraph in einer besonderen Form Verwendung 
gefunden hat. 


Zusatz III. Betrachtet man die Stelle p™, an der der n-te Ab- 
schnitt der Form (1) unter der Bedingung 
(17) xy” + a,2™+...+0,2"—1 
lq|<a"  jal<1 














Entwicklung harmonischer Funktionen. 251 


sein Minimum erreicht, so hat jede Koordinate z," von p® fiir end- 


liches s einen endlichen lim 2{” = z,, falls der lim’ dieser Minima 
. n->@ 
eine von 0 verschiedene untere Schranke hat. 


Wenn wir &hnlich wie oben vorgehen, d.h. (1) auf eine Quadrat- 
summe transformieren, so haben wir die neue Nebenbedingung in der Form 
(22) D'[O%e + OF} a, + OF ay t+... + OFF ay) z,” = 1. 

s=0 
Es ergeben sich daraus die Gleichungen zur Bestimmung der Extremal- 
werte 








(23) keg” 2p” = aS” [Os9 + Ofte, +... + OF ag] 
bed ” (nm) (nm) 3 
6 1 (ON +O; @+...+0% «,) 
(24) r ->| IC) 
d a s=0 s 
un 
| tm) ptm) $1 Oe (OGG) + Of +... + Of a) 
(25) a= AD) a 
‘= = 


Der Grenziibergang zu m-—+ oo verliuft genau wie friiher, nur da8 
der Vektor V, dahin abzuandern ist, da8 die s-te Komponente den Wert 





0% +0, 0M+...+0,0 
VE 
2 


annimmt. Bezeichnen wir mit V den Vektor, dessen s-te Komponente 
den Wert 





O,ot %,0,,+%0,e+--- 
it, 28. 
hat, und seine Lange |V| mit 3 so miissen wir wie friiher zeigen erstens, 
da8 i endlich und eindeutig ist, zweitens da8 1, —2, ist. 
Jeder Summand von 


> (0,4 + O45 %+O,4%+--+)" 
k, 





a=0 


hat einen Sinn, weil die O,, alle beschrankt sind und |a,|<|a|*, wo 


|a|<1 ist. Andererseits setzen wir wieder den Ausdruck py k, 22 an. 


=0 
Wir nehmen den n-ten Abschnitt; also die Summe von a=0 bis s=n 
und untersuchen die Minimalwerte unter der Nebenbedingung 
n 


D>) (Oxo + %,O,, + %qO,g +...) 2 = 1. 


























252 St. Bergmann. 


Es folgen die Bestimmungsgleichungen 


ky 2g” = If (0,,+ «,0,,+%,0,.+.--) (¢—0,1,2,..., 2). 
Also 





/-_ my, (0,,+ «,0,,+%,9,.+-- )* 
i» 4g 7 


a 2=0 s 


Da aber limi,” = lim 4" (Beweis weiter unten), so ist 
a->@ n-@2 





1 ~70,,+4,0,,+«,9,.+.-.)* 
(26) rm 0 1 am 2” s2 


2=0 8 


Wir haben nachzutragen, daB lim J” = lim 2%” ist. 


an-?@ ao 


Einerseits mu8 4{"’> 1, sein: die Form Pp a,, 2,2, ist ja wegen ihrer 


s=0 r=0 


Vollstetigkeit mit der Form P k, 2; volisténdig aquivalent. Ware also 
2=0 

4 kleiner als l,, 80 ware die Formel (1) fiir ein bestimmtes endliches 

Variablensystem (also mit konvergierender Quadratsumme ) 


Zor Zyy ++ +9 By, 0, 0, 0, ... 


bei Beriicksichtigung derselben z- Werte kleiner als die Summe . k, 22, 
s=0 

und das wire ein Widerspruch. Also 4{"">1,; mithin 4,>J,. Analoge 

Betrachtung fiihrt auf dem Wege iiber 1,"> 4, zur Ungleichung 1, > 4,. 

Es bleibt also 

(27) l= A,. 


Zusatz IV. Der Zusatz III kann analog dem Zusatz II auf den 
Fall der definiten Hermiteschen Formen iibertragen werden. 

Im vorigen Paragraph ist von diesem Korollar Gebrauch gemacht 
worden, wobei «, unmittelbar gleich a* gesetzt war. 

Bemerkung. Aus dem Vorangehenden gewinnt man auch leicht die 
nachstehende Folgerung, von der in dieser Arbeit allerdings kein Gebrauch 
gemacht wurde. 

Das Gleichungssystem 








(28) m2,+4,,2%,+4,.%+64,.%+4,,%,+.-..=—@. (¢=—1,2,3,...) 
besitzt die Lésung, falls u + — k,, 
= 0,0%- , = Ono 


wo die a, O, k die friihere Bedeutung haben. 
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§ 3. 
Entwicklung nach Orthogonalfunktionen’). 


Die Uberlegungen des § 1 und § 2 sollen uns zu einer anderen Dar- 
stellung der Abbildungsfunktion w(z), als der im §1 in Anlehnung an 
Bieberbach betrachteten dienen. Dort haben wir w(z) als Limes von 
Polynomen gefunden, die gegen verschiedene Potenzreihen konvergieren, 
und welche in der Umgebung je einer Stelle die gesuchte Funktion liefern. 
Wir wollen jetzt w(z) in einheitlicher Form fiir den ganzen Bereich B*) 
nach einem besonderen System von Orthogonalfunktionen entwickeln. Der 
Kern, aus dem die Orthogonalfunktionen entspringen, ist an jeder Stelle z 
gleich dem reziproken Wert des kleinsten Flaicheninhaltes, auf den der 
gegebene Bereich B unter der Bedingung |w'(z)|—1 abgebildet werden 
kann. 


Wenn wir von der Bilinearform, die schon im §1 betrachtet war, 


(1) f(z, y) =>) a,,2,9,= >) k,L,(x,)L,(y,), 
ii r=0 s=0 s=0 
(2) L,(z,) =), 0,, 2, 
r=0 
ist, ausgehen, dann liegt es nahe, nach Hilbert die Potenzreihen 
(3) 9; (2) = )/0,, 2" 
s=0 


5) Durch die in den beiden vorhergehenden und in diesem Paragraphen dar- 
gelegten Betrachtungen und Ergebnisse angeregt, hat Herr Bochner die Entwickel- 
barkeit der analytischen Funktionen in Bereichen allgemeineren Charakters genauerer 
Untersuchung unterzogen. Seine Arbeit: , Ober orthogonale Systeme analytischer Funk- 
tionen“ wurde gleichzeitig mit der vorliegenden der philosophischen Fakultat der 
Berliner Universitat eingereicht. Ich bin Herrn Bochner fiir mannigfaltige Ratschlige 
(insbesondere bei den Beweisen des § 2) und fiir die Hilfe bei der Redaktion der 
ganzen Arbeit zu besonderem Dank verpflichtet. 

Nach Fertigstellung meiner Arbeit habe ich erfahren, daB Herr Szegé in seiner 
Arbeit ,Uber crthogonale Polynome, die zu einer Kurve der komplexen Ebene ge- 
héren“, gewisse ahnliche Resultate wie die in diesem Paragraphen geschilderten er- 
halten hat. Die von ihm eingefiihrten Polynome sind orthogonal nicht in bezug auf 
die Flache des Bereiches sondern in bezug auf die Berandung. Die Betrachtungen 
von Herrn Szegé gelten nur fiir die Funktionen einer komplexen Variablen und 
stiitzen sich auf den Hauptsatz der konformen Abbildung. Seine Arbeit ist in- 
zwischen in der Math. Zeitschrift 9 (1921), S. 218 erschienen. 

*) B soll wiederum ganz im Innern des Einheitskreises liegen, einfach zusammen- 
hangend und regular begrenzt sein. 
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einzufiihren. Diese Funktionenfolge (s = 0, 1, 2, ...) ist durch nachstehende 
drei bemerkenswerte Eigenschaften ausgezeichnet: 


1. pi(z) macht die Flache des Bereiches B zum Maximum unter 


den Nebenbedingungen 


(4) > |z,\*=1 
s=0 
und . 
L,(z,) =0 (p= 0, 1, 2,..., ¢—1). 


Denn die Flaiche des Bereiches, auf welchen B durch f(z) abgebildet 
wird, ist Sa. 2,E,—= > k, L,(x)L,(z,) und dieser Ausdruck nimmt 
r=0 s=0 s=0 


fiir den Wertkomplex - 
z,=O,, (r = 0, 1, 2,...) 


sein relatives Maximum &, unter den angegebenen Nebenbedingungen an. 


2. g/(z) ist im Innern des Einheitskreises regular, und es gelten die 
Orthogonalitats-Beziehungen 





(5) SS pi(2) 9(2)do =k, s—p, 
. =0 s8+p. 
Denn es gilt fiir ein beliebiges z, y-Wertesystem 
(6) fh (mo +2,2+.--) (Yo + m2 + v2? + ---)do = f(2,,9,) 


= Dk, L,(2,) £,(y,)- 


Setzen wir fiir die den Wertkomplex zx, = 0,, (e=0,1, 2,3...) und 
fiir y den Wertkomplex O,,, s0 werden simtliche L,(0,,) gleich 0, mit 
Ausnahme von L,(O,,), welches 1 wird. Somit wird (6), mithin (5) 
gleich k, oder 0 sein. 


Ahnlich gilt 


eo 
(7) fl dtee@ edo =s 8=p, 
. =o. OER 


wo K den Einheitskreis bedeutet. Denn es ist 
SJ (32,.¢+1#") (So,2') ao 
= t=0 
= Jf (30,,0,(r+1)22') do = 370,,0,,-» 
K 


r=0 t=0 
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3. Addieren wir die (5) von s=0 bis s= oo, so wird 


(8) 3t,=[fitade. 














da 
. , py 1 

(9) d, P22) 8112) = a5 
ist. 

Unter Beriicksichtigung von (9) und (5) erhalten wir 
(10) Py (t) = ans a Fe Fi 9 %p(2) da, 
und 
— To Pro aae (1488) 5 
(11) (050) = = VGH Yp(z)do,. 


Durch Iterierung aus (10) erhalten wir 


(2) BO Af [f( Ser): (Le) we dode, 
pgp ‘BR 8=0 r=v 
<— 


F (z, =a" (J Jst8'da,) = f*z"a,, 
= 2) 0 


Wir wollen jetzt zeigen, daB sich die Ableitung w'(z) der Funk- 
tion w(z), die die Minimalabbildung (somit auch die Kreisabbildung) 
unseres Bereiches leistet, in eine im ganzen Bereiche B konvergierende 
Rethe, die nach den y;(z) fortschrettet, entwickeln laft. Wir haben im 
§ 1 fiir das Funktionselement W’(z) von w’(z) erhalten 
(13) W' (z) =1+2,2+2,27+2,2°+..., 
wo (nach § 2) 


(14) = 1, 5% 10 Our 


und der Flacheninhalt des Abbildungsbereiches 





1 


Ay 2 ee 
0, ~ 
5 Mel 


=0 


(15) 
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Fiihren wir die Funktionen {{z) ein und bezeichnen deren Kern 
mit K(z,#), so wird 
ye (0) f(z) 
k, 





‘ —- K(z,0) 
16) w'(z) = =". = _. 
( ( F Onda K(0, 0) 
e=0 ’ 


Der Ausdruck (16) konvergiert (nach Zusatz III des § 2) in jedem 
inneren Punkte von B, denn 


(a vi(0) 9;(0) ) 
ve, * ve, ve’ /’ 

es wilt) 93(2) ) 

Vk,” Vk,’ Vhp* 

sind unsere friiheren Vektoren V bzw. W, (a wird jetzt durch z ersetzt). 
Damit haben wir den Satz bewiesen, daB die Abbildungsfunktion sich in 
eine nach den g;(z) fortschreitende Reihe entwickeln 148t. Wir wollen 
jetzt dariiber hinaus noch folgendes zeigen: 


Eine beliebige, im Innern und auf der Berandung von B regular- 
analytische Funktion f(z) laBt sich nach dem System 
(17) P; (2) 
entwickeln. Die erhaltene Entwicklung konvergiert in jedem inneren 
Punkte des Bereiches B. 

Wir miissen, um dies nachzuweisen, zeigen, daB der Kern der Funk- 
tionenfolge gj(z) beschrinkt und abgeschlossen (vollstandig)*) ist. 

Wir hatten in § 2 (26), (27) 








» les(#)|* 4 
lee 
s=0 
wo A, die Flache desjenigen Minimalbereiches bedeutete, auf die der Be- 
reich B durch eine Funktion w(z) mit der Nebenbedingung w’(z)= 1 
abgebildet werden kann. Dieser Ausdruck war nach §1 (8) kleiner oder 
. 1 

gleich zg?’ 


zeichnet. Damit ist die Beschranktheit des Kernes nachgewiesen. 


wo g, den Abstand des Punktes z von der Berandung be- 


*) Wir verstehen darunter, da8 das System ¢/(z) in der Hinsicht mit dem System 
(18) oo Paes oes 


gleichwertig ist, daB jede Funktion, die sich im kleinen nach (18) entwickeln la8t, 
auch nach (17) entwickelbar ist. 





r 


~ 
’ 
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Nach Runge*) kann eine beliebige Funktion f(z) durch Polynome 
n-ten Grades P(z) gleichmaBig im abgeschlossenen Gebiete B approxi- 


miert werden. Eine beliebige Potenz z* kann in der Form 2’ = > Our Pa (2) 

s=0 
dargestellt werden. Da aber aus (10) durch (r — 1)-malige Differentiation 
und nachheriges Nullsetzen von ¢ folgt, dab 


[Jer oleae, - ff rraiBide, 
ae 


, B 
(19) 0,,=4+—;——_ und 2 = 39 (2)=—_;— 


so laBt sich P(z) in der Form schreiben: 


wo v1 (2) ff Pal) 97 (&) do, 
(20) P, (2) =) B 


s=0 





k, 


Es konvergiert nun nach Voraussetzung P,(z) gegen f(z), daher auch 


[fee f[A oe 
ee cee amma 
B B 


Somit erhalten wir in 


vi (2) ff fee® do, 
(21) {(s) = —— 
s=0 
eine nach den y;(z) fortschreitende Reihe. Da dieser Ausdruck im ganzen 
Bereich B konvergiert, so stellt er innerhalb B iiberall die Funktion f(z) dar. 
Durch Einfiihrung allgemeinerer Gesichtspunkte, die darin bestehen, 
da8 man an Stelle des speziellen Orthogonalsystems (3) ein beliebiges 
betrachtet, hat Herr Bochner im Anschlusse an die hier, im vorhergehen- 
den, von mir durchgefiihrte Betrachtung gezeigt, daB die wichtigsten ge- 
fundenen Eigenschaften allgemein gelten *). 
Ist uns namlich eine Funktionenfolge 


y, (2) (e=0, 1, 2,3, 4,...) 





k, 


gegeben, die vollstaindig und in bezug auf B orthogonal ist, d. h. 


SS v.(2)y,(z)do,=1 s=p, 
: =0 s+p, 


*) C. Runge, ,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen“. Acta 
Mathematica 6 (1884), S. 229. 

*%) ,Uber orthogonale Systeme analytischer Funktionen.“ Erscheint demnichst 
in der Mathem. Zeitschrift. 


Mathematische Annalen. 86. 17 
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so ist 
(22) ¥o(#) =D Or Te 942) (e=0,1,2,...) 
wo 


lle,,ll 


eine orthogonale Matrix bedeutet. Somit wird auch der Kern des neuen 
Systems 


ae Sv.) 90) — SOO 
s=0 


s=0 k, 





mit unserem friiheren Kern identisch, woraus alles andere folgt. 


Es mag hier die Vermutung ausgesprochen werden, daB derartige Be- 
trachtungen mit Hilfe der Theorie der oo vielen Variablen auch zu Schliissen 
tiber die Entwickelbarkeit einer Funktion f(z) im Bereiche B nach niché- 
orthogonalen Funktionssystemen g,(z) (n= 0,1,2,...) fiihren werden. 
Es scheint auf diesem Wege méglich m sein, die Analogie zwischen 
diesem und dem endlichen Fall (d. h. Darstellung eines beliebigen Polynoms 


n-ten Grades durch n vorgeschriebene linear unabhangige Polynome ) vollig 
durchzufiihren. 


§ 4. 
Entwicklung der harmonischen Funktionen nach den Orthogonal- 
funktionen. 


Unsere friiheren Betrachtungen iiber analytische Funktionen wollen 
wir auf reelle harmonische Funktionen iibertragen, zuerst in der Ebene. 
Sei g;(z) ein beliebiges Orthogonalfunktionensystem, d. h. 








(1) SJ vi(z) gilz)\dwo,=1 k=r, 
, - =0 kr. 
Wir trennen den reellen und imaginaren Bestandteil in ¢, (z) 
(2) P, (2) = vy, (z,y) + 60, (z,y), 
die linke Seite von (1) nimmt dann die Gestalt 
oy ° a0 OWr . 26. 
(3) ff (Ate + 6%) (1) aeay 
E 
dy, (2, , 00, (z, 
= — Jule ee AASAT EL {8 Y de+ if vie) 26, (2,9) ss Yds 
é 


an, wo C die Berandung von B, s das Kurvenstiick von C und n die 
innere Normale bedeutet. Somit besitzen unsere Funktionen y,(s) und 
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6,(#), als Funktionen eines reellen Argumentes betrachtet, die Eigen- 
schaft, daB 


4 y, (8) (8) de = —JO.(s)y(s)\ds=1 k=—r, 
(4) d = 0 é =0 kr, 


(5) J vs(#) ve(s)de— 0 J (2) 0(s)de—0. 


Wir wollen jetzt zeigen: Hine Funktion, die im Innern und auf 
der Berandung von B harmonisch*°) ist und auf der Berandung C die 
Werte f,(8) annimmt, laBt sich durch einen im Innern des Gebietes 
tiberall konvergenten Ausdruck darstellen: 








(6) f(ev)—=-»y [ve(ey) ft (2) 3% de +0,(2,y) | f 
Cc 


6 de| 
(7) -SI [y,(2, v) J f(2 ) d0,(s) — 0, (zy) Jf, (2) dy.(s)). 


Denn unserer harmonischen Funktion entspricht eine analytische Funktion 


f(2)=f,(z, y)+ th (2, y). 


Man kann aber 


(8) f’ (2) = S'9(s SI £) o (€) dw 


v=0 
setzen. Trennen wir in (8) den reellen und imaginéren Bestandteil, so 
erhalten wir die Beziehung (6) und (7). 

Jetzt wollen wir zu den harmonischen Funktionen im Rawme iiber- 
gehen. Wir kénnen zwar hier nicht direkt die Ergebnisse der Funktionen- 
theorie benutzen, aber wir kénnen einen ahnlichen Weg wie friiher ein- 
schlagen. An Stelle des in der Ebene auftretenden Funktionensystems 
(9) 





z; y; $(2*—y*); zy; ,2*—azy’*,... 
(welches dem System: z, }z*, 42°, 32‘,... entspricht) nehmen wir als 
Ausgangspunkt das System der Kugelfunktionen) 


”) Man kann die hier angegebene Beschrinkung der Regularitét auf der Be- 
randung wesentlich vermindern. Doch gehe ich darauf nicht néher ein, da es sich 
(im wesentlichen) um Wiederholung bekannter Beirachtungen handelt. 


") Es ist die auf das Koordinatensystem (x,y,z) transformierte Folge 


%, = RP,,(#) ©,= RP,, (u) cos $, = RP,, (#) sing 
(10*) ®, = R* Pry (u) %, = R* P,, (u) cos y $, = B*S’,, (u) sin 4 
$, = R* Py, (u) cos 2y &, = R* P,, (u) sin2y usw. 


(Fortsetzung der FuGnote *') siehe ni&chste Seite.) 
17* 
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®,(z,y,2)=1 ®, (z,y,2) == 

®,(z,y,z)=y ,(z,y,2z)=2 
(10) ®, (z,y,2) = §z* — 3 (z* + y* +2") 

®, (z,y,z) = 3ay ®, (z,y,2) = 322 


®, (x,y,z) = 3(y* — 2°) ®, (x,y,z) = 6 yz usw. 


Das System (10) ist in bezug auf die Kugel K mit dem Mittelpunkt im 
Nullpunkte (08) (28 Es ist 


a®,\ (a®, a®,\ (8%,\) 
(11) SIGE Gz 92) + ( Sy) (Fe) + (F) (Se )lae—-, (r=), 
= 0 (T + 8). 
Betrachten wir einen einfach zusammenhangenden, von endlich vielen 


regularen Flachenstiicken begrenzten, ganz im Innern der Kinheitskugel 
gelegenen Kérper B. Wir bilden den Ausdruck 


Es bedeuten: « = cos 3, (R,#,q) die Polarkoordinaten. Pa sind die Kugelfunk- 
tionen einer Veranderlichen. 
Pg (#) = (Vi —*)* PY (u). 
(Wegen der Terminologie vgi. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie, Berlin 1899, 
8. 114 und 181.) 
Die Orthogonalitate-Eigenschaft dieser Funktionen in bezug auf die Kugel ergibt 
sich folgenderweise. Es ist 


SSS UGE) CE) + GE) GR) + G2) Ge) dean 


Ober flache 
der Kugel 








Ist ferner 

= a* +28 (wenn s—«® gerade Zahl), s= a*+28+1 (wenn s—a* ungerade), (0< P< a), 
r=y*+2d( » r—y? - » )r=y*+26+1( » r—y?* - )» (O<dSy), 
80 ist 


22 +1 
~fe-Gbeaon f [aren oo 0) sp [2% aCe) om »)] Bande 


(baw. cos ( f °) muB durch sin (f °) ersetzt, wenn s— «*>0 und gerade Zahl, — durch 1, 





wenn § = 0. Ahnliches gilt fiir cos (5 9)). Nach Formel (10) S. 115 und (75) 8.136 


des oben angegebenen Lehrbuches ist das letzte Doppelintegral gleich 
221 


emer { UP (w) cos (Fe) P, 4 (#) cos (3 °) dudg= 


0-1 


_, petr+s_ 2% (a+)! 

orB fa+l1 (a—f)! 
4x 

Qa+l 

=0 (wenn r + 8). 


(wenn r=s, 8>0) 


=r R&ttt — (wenn r=s, f= 0) 
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(12) w, (x, y, 2) = >) af” D(a, y, 2) 
i=1 
und suchen die 2z{” 


f(z, y,2) in 
; : éf\*) 
(13) SI Jllet ) (54) "+(39 jdt 


eingesetzt, unter der Nebenbedingung x," = 1 den Ausdruck (13) zu einem 
Minimum macht. Es gibt fiir jedes nm nur ein einziges w, dieser Art. 
Lassen wir mn gegen oo gehen, so strebt w,(z,y,z) gegen die Funktion 
lim w,(z,y,z), die wir in Analogie zu friiherem als Minimalfunktion 


bezeichnen. Wir miissen noch zeigen, daB diese Funktion in jedem inneren 
Punkte existiert. Um dies einzusehen, bilden wir (ahnlich wie es im § 1 
beim eindimensionalen Fall geschehen ist) die quadratische Form von un- 
endlich viel Variablen 


\ P \_ Vr "( [/a@,\ (a®, 0%,\ , (89,\ (2%,)) 

(14) F (%,,%,)=— x, 2,{ | { i ) (<> )+ (= ) (se) ) + ( de ) ( as )| dt. 
B 

Sie ist definit und beschrinkt. Wir bringen (14) auf die Normalform 


(15) > ket, 


so zu bestimmen, da8 unser w, (x, y, z), an Stelle von 


wo 
x 
. y 
(16) z,= D, O,,2, 
r=0 
und 
= 
et + 
(17) z,= >'0,,2, 
r=0 


ist. Fiihren wir (wie in (3) §3) das Funktionensystem 


(18) , (2, y, 2) = >) 0, ®, (x, y, 2) 


r=1 


ein, so ist (18) orthogonal in bezug auf B. 
Denn 


) ~[Jizesem ff SiGe) Ge) +p) GR) + G2) OB 
’ Se )+ (yy) + Ge) Ge) 


= F(0,,, 0, =k, (¢=r) 
=0 (s+r). 











drt 
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Fiihren wir die Rechnung in den y,(z, y, 2) durch, so fiihrt die Frage der 
Aufsuchung derjenigen Funktion, die das Integral (13) unter der Neben- 
bedingung 


(20) (2£) 


92/o00 
zum Minimum macht, auf die Berechnung des Minimums von 


> kez: 


unter der Nebenbedingung 


57, (2e(z,9.2)) 
(21) 2+. = ss 1. 
Die Minimalfunktion wird durch 
(22) f= >) 2,¢,(z, y, 2) 
s=0 


geliefert. Die dem §2 analoge Rechnung ergibt 


(2ve(s.9. 5) 
oz 000 


(eens) 


k, 





(23) = 7 


Ms 


- 
f} 
i) 


und der Wert des Minimums 
(24) : aa. 
a (PeetSop.5)), 
SS 
k, 


#=0 








Wir geben jetzt fiir (24) eine Abschitzung, die wir im folgenden brauchen 
werden. Wir schlagen um den Nullpunkt eine Kugel vom Radius g, die 
ganz in B liegt. Der Wert des Integrals (13) erstreckt iiber den Kérper B 


ist groBer als der Wert dieses Integrals erstreckt iiber eine im Innern des 
Kérpers befindliche ee 


5) SIS(GE) + Gh) + Gera S{f(D'+ G+ GO) ler. 


Da nach (20) 
f = ®, (x, y, z) + [Orthogonalfunktionen ®, héherer Ordnung] = x + [...] 


und nach (11) die ®, in bezug auf die Kugel orthogonal sind, so ist 
(25) gleich 





wlUh 


elUlUlhh/h 





Si (Gey + os 29)" as 
+ SIGE) + GB) + Gare 
“fffec fff a8) (28)'4 (2%)"] ay 


Da in dem letzten Ausdrucke alle Glieder positiv sind, so ist er groBer 


oder gleich 
ff dt= = g’. 
k 
Da andererseits 


(26) SJSUG=) + (32) + (32) seh jr (este. 

















k, 
s=0 
ist, so folgt die Abschatzung 
= (2ee(e.¥.#))" 
\ Oz 000 3 1 


#=0 
Fiihren wir dieselbe Minimalbetrachtung mit dem Unterschied durch, da8 
an Stelle der Nebenbedingung (20) die Nebenbedingung 


(28) (5) m1 baw. (56) = 1 


tritt, so erhalten wir (28) analoge Abschitzungen 











“ (2¢e(2.¥.#)) 
oy 38 1 
(29) P toe eames tt, 
bzw. 
" (2% (s.918)) 
dz S 3 
(30) 2 k, at ag 


Dieselbe Betrachtung kénnen wir durchfihren fiir einen beliebigen Punkt 
p(é,,¢) des Kérpers B, indem wir fiir den Augenblick in diesen Punkt 
den Nallpunkt verlegen. 

Beriicksichtigen wir schlieBlich, da8 


o (PrelS.9-5) ys)" 
Ent 


a 
s—. 


#=0 
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der reziproke Wert des Minimums des Integrals (13) bei festgehaltener 
Ableitung in dem Punkte &, 7, ¢ ist, so folgt 


‘ (Peete-9.8)) 
Enc 














’ 0x 8 1 
(31) >— — 37 xe 
s=0 Pp 
~ (2vs(z.y.#))" 
F 7 dy Ene 3 
(32 ) ) < a mane 
s=0 k, 4 "9, 
, 2 
a ays{S.p.5)) 
4 —\ Oz nc 3 #1 
(33) <> =: 
2=0 k, 4 *95 


Ich gehe zu der Frage der Darstellbarkeit beliebiger harmonischer 
Orthogonalfunktionen Funktionen nach unseren Orthogonalfunktionen 
7, (2, y,2) tiber. In (31), (32), (33) haben wir gezeigt, daB der Kern be- 
schrinkt ist. Weiter kénnen wir, ahnlich wie es im § 3 geschehen ist, 
zeigen, daB dieses neuentstandene System (18) vollstandig ist. Wir miissen 
dabei aber die Giiltigkeit eines dem Rungeschen analogen Satzes voraus- 
setzen, der besagt, daB man jede im abgeschlossenen Gebiete B regulire 
harmonische Funktion durch endlich viele Kugelfunktionen gleichmaBig in 
jedem Teilbereiche von B approximieren kann. Ich werde den Beweis 
dieses Satzes fiir konvexe Kérper nachtriglich angeben. Nehmen wir vor- 
laufig ihn als richtig an, so schlieBen wir genau so wie in § 3, dab 





ee oy, 
. (x.y, 2) SJ f (ay, 2) do 
Kirn Ee cere 


C bedeutet dabei die Oberfliche von B. Denn die im abgeschlossenen 
Bereiche B regulare Funktion f(z, y, z) kénnen wir durch 


(34) 


r=0 


(35) P,, (2, y,z)=>'¢,®, (2, Y, 2) 

s=0 
approximieren (wie wir es nachtraglich zeigen werden) oder indem wir 
die D(z, y, z) nach (18) durch die y,(z, y, z) ausdriicken 


(36) P,,(z, y, 2) = >) d™ 9, (2, y, z). 


s=0 


Es ist dabei gleichmaBig im abgeschlossenen Bereiche 


|f(z.y,2)—P,(z, y,2)| Se, 
Es folgt daraus 


(37) am” ——[{r(z, y,2)fdo+e, | { 
Cc Cc 





\da. 
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Es ist ferner 
‘ Os 
vo(a.9)J ff (e,¥.2) Ft de 


(38) E 





Ms 


— 


eine im Innern des Bereiches B regular-harmonische Funktion, denn es ist 
- si y, 25 oF aw) " . 
(39) an —- < fife + ($f) Jar. 


(Besselsche Ungleichung) und nach (31), (32), (33) sind 











» | 2%e(2,¥,2)]” : [2ve(e.y-8))" [2ee(e.y.s))* 
yr éz lay.z > L ey 2,8 wu dz 2.9.2 
Se Se ae Pe 
s=0 - s=0 . 


fiir jeden inneren Punkt (2, y,z) endlich. Es konvergiert somit beim 
wachsendem m 


P..(z,y,2) gegen f(z, y, 2) 
und 


ov | Ps\Z,y, SS de 
> dj Ps (z, y, 2) gegen ‘es k, 





Es ist somit schlieBlich 


p Ooe(E, 0, 
= (2,958) f [118 9,6) PEU® ae 
(40) f(z,y,2)=—) — 


k, 
#=0 





Unser spezielles Orthogonalfunktionensystem ,(z, y, z) kénnen wir durch 
ein beliebigs anderes y,(z, y, 2) ersetzen. Ist 


(41) —|Jvte Y¥,2 ) (s, He dont (s=r) 
=0 (@+Tr), 
so ist 
1 
(42 (2, y,38)= a“. —®@q. (2%, y,2), 
42) al ® Yo #) =D Oar = Pr y, 2) 
wo 
||, || 


eine orthogonale Matrix bedeutet. Der Kern der y, 


> v2(z, y, 2) 


wird in jedem inneren Punkt von B endlich, woraus alle anderen Schliisse 
auch fiir das System y, gelten. 
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Ist y,(z, y, 2) ein durch Orthogonalisierung in bezug auf B aus 
den Kugelfunktionen ®,(z,y,2) (10) entstandenes Funktionensystem , 
so lapt sich jede im abgeschlossenen konvexen Bereiche B regularhar- 
monische Funklion f(z, y,2z) in der Form darstellen 


(43) fe, y.2)—=—Div,(.9,2 off tteen gy 2ve(Ea8s8) gay, 
s=0 

Als spezieller Fall dieser Behauptung ergibt sich die Existenz eines 
Orthogonalpolynomensystems dieser Art, das man aus dem System (10) 
mit Hilfe des Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens tatsdchlich her- 
stellen kann. 

Wir miissen jetzt den Beweis des oben verwendeten Satzes nachtragen, 
daB sich jede harmonische Funktion durch eine Summe von n Kugel- 
funktionen in jedem abgeschlossenen Teilbereiche von B gleichmaBig ap- 
proximieren 1aBt. 

Es 1a8t sich eine im abgeschlossenen Gebiete B regulire Funktion 
f(z, y, z) in der Form 


(44) f(#,9,2)=— AES + is fig do 


darstellen, wo C die Oberfliche von B, n die Normale nach Innen zu C, r den 


Ausdruck ¥(2 — £)*+(y—)*+(z—€)* und (&, 7, ¢) die Koordinaten 
des laufenden Punktes auf C bedeuten. C sei der Einfachheit halber 
iiberall regular. Da f auf C regular ist, so kénnen wir in jedem abge- 
schlossenen Teilbereiche B’ von B, dessen Berandung C’ von der Be- 
randung C eine positive Entfernung hat, (45) gleichmaBig durch 

1 


ae af 1 nn 

(46) BO 4+ ED Sf 4 

approximieren (ahnlich wie es bei Runge 

geschehen ist). Wir kénnen weiter 
1 


o- 
jedes cinzelne ~ und =" durch die 
Kugelfunktionen ®,(z,y,2) approxi- 
mieren. Um dies einzusehen, nehmen 
wir eine Kugel K von endlichem Ra- 
dius, die in ihrem Innern den Teil- 
bereich B’ enthalt und mit C im Punkte 
(€, 9, ¢) eine gemeinschaftliche Tangen- 
tialebene besitzt. Ist der Bereich konvez, so kann man eine solche Kugel 
immer konstruieren. In den Mittelpunkt Z dieser Kugel legen wir fiir 
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den Augenblick den Anfangspunkt des Koordinatensystems. Wir kénnen 
dann 2 und 7+ nach den Kugelfunktionen antwickeln. Diese Entwick- 
lungen . 
1 , , , 
(47) ~=)'0,(&, 9,6) ®,(2', y’, 2”) 
#=0 


und analoge fiir ~s konvergieren in K und somit auch in B’. Inner- 


halb B’ kénnen wir somit 2 und 2 | durch 
r Onr 


(48) > C,®,(2’, y’, 2’) 
s=0 


approximieren, wobei aber die (z’, y’, 2’) sich auf den Nullpunkt Z be- 
ziehen. In (48) kénnen wir (da es sich um eine endliche Summe 
handelt) die D(z’, y’, z’) durch die Kugelfunktionen ®, (2, y,z), die sich 
auf den alten Nullpankt beziehen, ausdriicken. Setzen wir einen solchen 
Ausdruck in (46) fiir jedes + und ° ~ ein, so haben wir f(z, y, 2) 
gleichmaBig in B’ durch die Kugelfunktionen approximiert. Ist die Be- 
randung C abteilungsweise regular, so miissen wir noch den bekannten 
Grenziibergang ausfiihren. 

Die dargelegten Betrachtungen iiber die Differentialgleichung 4m = 0, 
kénnen wir auf die Differentialgleichung 


(49) 4o=f(z,y) 
(bzw. auf den dreidimensionalen Fall) sofort iibertragen. Es sei w eine 
Funktion (deren Existenz vorausgesetzt ist), die in B der Gleichung (49) 


geniigt und auf der Berandung C von B den Wert 0 annimmt. Bekannt- 
lich 148t sich w in der Form 


(50) w(x, y) = Sf f(&, 0) G(x, y; & n)dédy 


darstellen, wo G(z,y; &,) die Greensche Funktion des Bereiches B 
bedeutet. Da 


(51) G@ = log V(x — £)*+(y—n) +A(E, 9; 2, y) 


ist, wo A eine regulir-harmonische Funktion in B bedeutet, so kénnen 
wir h nach den zum Bereiche B in (2) angegebenen Orthogonalfunktionen 
entwickeln und in (27) eingesetzt gliedweise integrieren. Die Funktion o, 
die der Gleichung (49) geniigt und auf C den Wert 0 annimmt, lapt sich 
nach den friither angegebenen, zu B gehérenden Orthogonalfunktionen (2) und 
nach der Funktion Sf f(é, ») logrdédn entwickeln. Analoges gilt fiir den 
Raum. 














St. Bergmann. 


§ 5. 


Bemerkungen zur Einfiihrung der Methode der unendlich vielen 
Variablen in die Funktionentheorie. 


Im Laufe unserer Betrachtungen haben wir gesehen, daB die Ortho- 
gonalfunktionen eine fhnliche Rolle fiir den Bereich (bzw. Kérper) B**) 
spielen, wie das Funktionensystem 


3 ‘4 
1,2, 2*, 2°, 2',... 


fiir den Kreis. Es laBt sich hier wie dort jede Funktion, die in dem Be. 
reiche regular ist, durch eine nach Orthogonalfunktionen fortschreitende 
Reihe entwickeln; auch hier besteht ein tiefer Zusammenhang (ahnlich 
wie bei einer Potenzreihe mit Konvergenzradius > 1) zwischen der Ent- 
wicklung nach den Orthogonalfunktionen und dem Verhalten auf der Be- 
randung des Bereiches B. Dieser Zusammenhang wird indes in der vor- 
liegenden Arbeit nicht naher erdértert. 


Die Methode der unendlich vielen Variablen laft sich auf Fragen 
auBerhalb der Funktionentheorie (z. B. raumliches Potential, wie wir in 
§ 4 gesehen haben) ansdehnen und weist uns derart den Weg, dort die 
Analogien zu den Sdtzen der Funktionentheorie zu suchen. 


Sie gibt uns weiter die Méglichkeit, die durch die Randwerte ge- 
gebenen Funktionen rechnerisch ,,wirklich“ zu ermitteln. SchlieBlich geben 
uns diese Betrachtungen die Méglichkeit, doppelt-orthogonale Funktionen- 
systeme einzufiihren; d. h. Funktionensysteme, die gleichzeitig orthogonal 
sind in bezug auf zwei beliebige verschiedene Bereiche mit der einzigen 
Einschrinkung, da8 ein Gebiet B” ganz innerhalb des anderen Gebietes B’ 


*) Handelt es sich um ein zweifach zusammenhaingendes Gebiet B, so kénnen 
wir ahnlich wie beim einfach zusammenhangenden vorgehen, indem wir an der Stelle 


des Systems 1, z, z*, z*,... das System 1, z, =, eg, =: z*,... zum Ausgangspunkt 


wahlen. Im Falle n-dimensionaler harmonischer Funktionen miissen wir an Stelle 
von dem System (10, § 4) von den n-dimensionalen Kugelfunktionen auagehen. 
Fiihrt man im dreidimensionalen Raume an Stelle von zx, y, z neue krumm- 
linige Koordinaten u,v, w ein und betrachtet man auf einer Fliche u(z, y, z) = konst. 
diejenigen dreidimensionalen harmonischen Funktionen, die von « unabhangig sind, 
so hangen sie nur von v und w ab und geniigen einer neuen Differentialgleichung in v 
und w. Fiir die Funktionen, die dieser Differentialgleichung geniigen, 1a8t sich durch 
Spezialisierung von (43, § 4) eine dieser Formel ahnliche Entwicklung angeben. Es 
148t sich ferner auf einem Wege, der dem im § 1 angegebenen analog ist, zu jedem 
auf der Fliche u = konst. befindlichen Bereith eine Minimalfunktion, die zu der be- 
treffenden Differentialgleichung gehdrt, aufstellen. 
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liegt. Wir suchen einfach ein beliebig normiertes Orthogonalsystem ¢’ (z) 
fiir den gréBeren Bereich B’ und bilden dann die Hermitesche Form 


(1) ria)=[f[z x, 9; ( | [Saeiel}eo. 


Die Form (1) ist vollstetig, wir kénnen sie in der Gestalt 


(2) F(2)~ 5 [b (So, «:) (30,2) .-#,) 


darstellen; das neu entstandene System y; ( = 50 O,,%, (2) ist doppelt- 

orthogonal. Es ist 

(3) Lh ve (2) vy, y'(z)dwo=1 Lf vz (2 y)(z)dw=k, r=8, 
== 0) = 0 r+ 8. 


Wir werden, um ein Beispiel zum zuletzt Gesagten zu geben, eine 
Anwendung der eingefiihrten doppelt-orthogonalen Systeme zeigen; diese 
wird uns eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir liefern, da& 
eine Potenzreihe (deren Konvergenzradius > 1 ist) sich auch innerhalb 
eines gréBeren Gebietes B regular verhilt. 

Es sei uns ein schlichter Bereich B gegeben, der den Einheitskreis 
in seinem Innern enthalt. Wir bilden das Funktionensystem 
(4) pi(2)= — (0,9+0,,2V2 +0,,2°V3 + 0,,2°V4+...), 

yz 
welches in bezug auf B und auf den Einheitskreis K orthogonal ist. Es ist 


(5) LF 9, (2) oz) z)dw=k, Lf oi (2 gi(s)dw=1 #8=F, 
=0 == ( &8+r. 


Die im folgenden vorkommenden Ausdriicke > O,,0.,k, werden wir 


re pee 
s=0 
x 


(nm) 


mit a,, bezeichnen und die unendliche Form  » %,Eya;, mit f,(2,). 


r=0, p=0 


f,(%,) hangt somit nur von dem Bereich B ab. 
Ist die Funktion g(z) uns durch ihr Funktionselement 
(6) b,z + b,2*+ b,2*+ 6,24 +6,2°+..., 
dessen Konvergenzradius gréBer als 1 ist, gegeben, so ist die notwendige 


und hinreichende Bedingung dafiir, da8 g(z) regular analytisch im ganzen 
Bereiche B ist, die, daB die Folge der quadratischen Formen 


(7) t,(0, v=") 
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(unabhangig von nm) beschrankt ist. Es gilt ferner die Abschitzung 


(8) o(2)|< V tim 1,(0, v=). ype 


Da die y'(z) gleichzeitig in bezug auf den Bereich B wie in bezug 
auf den Kreis K orthogonal sind, so ist 


; , 1 es 5 , pry Px 
(9) 9(2) =>’ oi(2) + [ fo(2)ert@)do = S97 (2) { [o(z)e@dw. 
2=0 'B s=0 K 
Da die Darstellung durch Orthogonalfunktionen eindeutig ist, so folgt, daB 


(10) [foe awe, f foie) v.(z)dw—k, (So,,s by yt"). 
4 K 


Ist die Funktion g(z) in B regular, so ist 

















@ (| Sf 9(z) es) do|)* 
(11) + ={fo 
s=0 ’ 
und somit 
ad USS 9(2) of(2) do| }* 
(12) any 
s=0 ° 


beschrankt. Setzen wir in (12) die Werte aus (10) ein, so erhalten wir 
| (o, y="), und dieser Ausdruck ist (unabhingig von n) beschrankt. 


Ist andererseits lim /, (o, y- = 


- saecaedaudl ‘- le? 
?, 





) endlich, so folgt, da8 





(z)|* 
k, 





(18) waisV $4 
Veni) Se 


An dieser Stelle méchte ich noch eine andere Anwendung der Methode 
der unendlich vielen Variablen einfiigen. Es handelt sich um eine Ab- 
schitzung fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe: 


(14) z+ 22° + 22° + 2,24+2,25+..., 


die Funktionselement einer in einem bestimmten Gebiete reguliéren Funk- 
tion ist. Es sei eine Funktion w(z) gegeben, deren Funktionselement 


(15) W (z)=2+ 2,2*°+ 2,2° + 2,24+... 




















dl 
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im Kreise K mit dem Radius g konvergiert. Dem Kreise K entspricht 
in der w-Ebene das Gebiet D. Ist w(z) eindeutig und regular, nicht nur 
in K, sondern im ganzen Gebiete F, welches durch w(z) auf den klein- 
sten Kreis schlicht abgebildet werde, den man in der w-Ebene um D 


@ 


Fig. 4. 


w - Ebene. 


Fig. 5. 


schlagen kann (mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt), dann gilt die Ab- 
schaétzung 


ea , _- konst. 
(16) %| SEF 
Denn unsere Funktion w(z) bildet den Bereich F auf einen Kreis ab, 


und es gilt daher die in § 1 abgeleitete Abschitzung (16), wobei die dort 
angegebenen x Koeffizienten von w’(z) sind. 





(Eingegangen am 15. 7. 1921.) 











Uber ein Reziprozititsgesetz der verallgemeinerten 
Legendreschen Transformation. 


Von 
C. Carathéodory in Smyrna. 


1. Die Berechnung der verallgemeinerten Legendreschen Transformation, 
auf die ich in einer friiheren Arbeit aufmerksam gemacht habe’), wird in 
vielen Fallen erleichtert durch die Bemerkung, da8 diese Transformation, 
bei Vertauschung der griechischen mit den lateinischen Indizes invariant 
bleibt. 

Hierunter ist folgendes zu verstehen: 

Die verallgemeinerte Legendresche Transformation erhaélt man, wenn 
man aus zwei Reihen von je (nj -+ 1) Veranderlichen 

f, Dia’ P, 7, (fom 1,2. ...,0¢ om 14.240) 


die durch die Relation 
(1) f+ P=» MaMa 


verbunden sind, zwei neue Reihen von ebenso vielen Veranderlichen 
F, Piz; , IIja, mit Hilfe der folgenden Gleichungen berechnet: 


(2) G.,= 5.,f— = Poa ™p 

(3) f"" F =| dag 

(4) f° Pia = J Me Guo 
r 

(5) PHT, = J Pq Gae 

(6) F + O= 3 Piel. 


*) Uber die kanonischen Verinderlichen in der Variationsrechnung der mebr- 
fachen Integrale, diese Zeitschrift 85, 8. 78—88. 
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Hierbei laufen die lateinischen Indizes durchweg von 1 bis n, die 
griechischen durchweg von 1 bis uw und 4G,, bedeutet das algebraische 
Komplement von a.g in der Determinante |a,,|; ferner bedeutet 4,, Null 
oder Eins, je nachdem a + # oder a = # ist. 


Vertauschen wir nun in diesen Formeln die lateinischen mit den 
griechischen Indizes, so wiirden wir zwei weitere Reihen von je (nu + 1) 
Veranderlichen F’, P;,; ©’, I1;, einzuftihren haben, die durch folgende 
Formeln definiert werden: 


(7) b., = Of — 2 Peo e 
(8) f°~* F’ = | bys | 
(9) f° * Pia = 5 Maa Bes 
(10) 9 Tia = 5 Pye b., 
(11) P+ @ = 3 Pia Mia. 


Der Satz, den wir beweisen wollen, besagt nun, daf astets die 
Gleichungen 


F'=F, Pee=Piea, Ma=Me, = 
bestehen. 


2. Wir bemerken hierzu, daB man die Determinante |a,,| durch eine 
(n + )-reihige Determinante folgendermaBen darstellen kann 


Pia Gap 





|| = | 


Multipliziert man in dieser letzten Determinante die mit dem Index j 
bezeichnete Kolonne mit 2a,;g,, summiert iiber j und addiert die Summe 
zu der mit # bezeichneten Kolonne, so kommt, weil einerseits 


> 9:5 4p = Mp, 
j 
und andererseits nach (2) 
ag 4 Pha p= 9, 4f 
ist, 
b:5 mp | 
| Pia Sap f | 


Durch Multiplikation der n Zeilen mit dem Index ¢ durch f und 
Mathematische Annalen. 86. 18 


| Gap | = 
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Division der » Kolonnen mit dem Index § durch dieselbe GréBe enthilt 
man ferner: 
| ssf 6p | 
P;. bap \" 

Nun multipliziere ich die Kolonne mit dem Index durch — p,,, summiere 
liber 6 und addiere diese Summe zu der Kolonne mit dem Index j; es 
kommt mit Beriicksichtigung von (7) 


|@ug| = f"-* 


(12) lag] —rn*| ot 





Wenn wir diese Gleichung mit (3) und (8) vergleichen, erhalten wir 
schlieBlich 


(13) F’ =F. 
3. Aus (7) folgt: 
(14) 2b; Pea = 2 Dif Pye — & Pao Me sa” 


Nun entnimmt man leicht aus (2), (3) und (4), daB folgende 
Relation besteht*) 


2 Pi Peq =O" Bag — Fug Fi 
dieses in (14) eingesetzt gibt uns 
& bus Pia=f Pia — f* 2 Ne Gag + F ria; 
d. h. mit Beriicksichtigung von (4) 
(15) Page = 5 be Pre: 
Hieraus folgt nun: 
FS %a bis = > by Pra dit, 


t at 
und mit Beriicksichtigung von (8) und (13) 
FS mobis= DS Of” F Pra, 
oder endlich 
f° Pia= 2 Rta di. 
Diese letzte Gleichung mit (9) verglichen, liefert uns schlieBlich: 
(16) Pin = Pia. 








*) a. a. O. GI. (16). 
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4. Aus (7) folgt ferner: 
(17) 20 Pra= 2 Of Pea — X Pre Mee Pra ' 
nun ist nach (2) 

> 2% = 6. f- @,,» 
und man kann statt (17) schreiben 
3b, Pra = 1Pea— E Pig (ug — Sag) 
oder, wenn man noch (5) beriicksichtigt, 
>» b.. Pia PIT,, - 

Diese letzte Gleichung mit (10) verglichen liefert uns 

(18) Ti. = Mya. 


Aus (13), (16) und (18), verglichen mit (6) und (11), entnehmen 
wir endlich 


(19) v'—@, 


so da8 das Reziprozitatsgesetz der verallgemeinerten Legendreschen Trans- 
formation véllig bewiesen ist. 


5. In der oben zitierten Abhandlung hatten wir bemerkt, da8 unsere 
Transformation in die gewdhnliche Legendresche Transformation iiber- 
geht, falls «=—1 ist. Die Ausfiihrungen dieser Note zeigen nun, daf 
wir es wieder mit einer gewdhnlichen Legendreaschen Transformation zu 
tun haben, falls u beliebig, aber jetzt n = 1 ist. 

Dies tritt bei Variationsproblemen auf, in denen das zu variierende 
Integral zwar mehrfach ist, aber nur eine einzige unbekannte Funktion 
und ihre ersten Ableitungen enthalt. 

Im allgemeinen wird man zur Berechnung der kanonischen Koordinaten 
von Variationsproblemen dasjenige unter den Gleichungssystemen (2) bis (6) 
oder (7) bis(11) bevorzugen, in welchem die vorkommenden Determinanten 
die niedrigste Ordnung besitzen; also das erste, falls n > «, und das zweite, 
falls u > n ist. 


Smyrna, den 3. Januar 1922. 


(Eingegangen am 3. 1. 22.) 


18* 











Bemerkung zu einem Satz von Hamburger iiber die 
Funktionalgleichung der Riemannschen Zetafunktion. 


(Aus einem Briefe an Herrn Hamburger’).) 
Von 


Carl Siegel in Géttingen. 


Sie haben in Ihrer Arbeit: Ober die Riemannsche Funktionalgleichung 
der ¢-Funktion (Erste Mitteilung) [Math. Zeitschr. 10 (1921), 8. 240 bis 
254] folgenden Satz bewiesen: 

Es sei G(s) eine ganze transzendente Funktion endlichen Geschlechis 


von s=o-+ti, P(s) ein Polynom und t(s)= $e fiir o>1 durch 
eine absolut konvergente Dirichletsche Reihe 
(1) f(s)= a 
darstellbar. Ist dann 
an \ nf/l— ~ aon 
(2) f(s) r($)x 2 = g(1— a) r(+*) oT. 
wo g(1—s) in eine fiir o< —a<0 absolut konvergente Dirichletsche 
Rethe 
2 " 
(3) g(l—s)— ><, 
a=1 " 


entwickelt werden kann, so ist f(s) = a,C(8). 
Ich gebe hier einen Beweis, der wohl kiirzer und einfacher als der 
Thrige ist. Er benutzt nur die beiden bekannten Formeln 


*) Herr Hamburger hat inzwischen in den Math. Ann. 85 den Inhalt eines in 
Hamburg am 5. Oktober 1921 gehaltenen Vortrages publiziert, in welchem er einen 
in wesentlichen Punkten mit dem hier verdéffentlichten iibereinstimmenden Beweis 
gegeben hat. Ich betone, daS Herr Hamburger von meinen Untersuchungen vor 
Empfang meines Briefes keine Kenntnis hatte. (Zusatz bei der Korrektur.) 
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l+o¢ 
1 ’ 
(4) erm gh fy-T(0)de (y>0), 
1-—oi 
- b* i 
(5) forte Fete ete (a>0, bS0). 
ye 4 


0 
Die absolute Konvergenz von (1) braucht dabei nicht fiir o >1, sondern 
nur fiir o > 2 --6 (8 >0) vorausgesetzt zu werden. 
Fiir jedes z > 0 ist nach (1) und (2) 


2+a4 


1 yn . -< -< 
8,= 35 f SET) "8 "és 
2—a¢ *= 
weet i-s s 
=,foi —a)P (5!) 2 * 2 *de=8,. 
2—a¢ 


Hier ist links wegen der Beschranktheit von S|: | - | fiir o = 2 Vertau- 


a=1' 
schung von Integration und Summation gestattet; nach (4) ist daher 


1+o@¢ 
(6) 8, - S033 3 | (an az)" I'(s)ds= 25a, “re”, 
1—o¢ 
Aus den Voraussetzungen iiber f(s) und (2) folgt die Existenz zweier 
Zahlen T>0, y>O0, so daB im Gebiet —a«—1ogo<2, |t|>T die 
Funktion g(1— #) regulir und O(e!*!”) ist. Ferner ist sie wegen (3) auf 
der Geraden o = —«—1 beschrinkt; fiir o-—2 ist sie O(|t|*), wegen 
(1), (2) und der dort giiltigen Relation 
8 
r(5) ty, 
Aaa sl 
r(-") 


Folglich gilt g(1— s) = O(|t|*) fir |t}> 7, —c-—1<0<2; undes ist 








—a~-1l+oa¢ —_ P m 
(7) S,=a5 f g(1—e) P(*52)2° Fe 8de+ DR, 
—a—-l—as v=1 


wo R,,...,R,, die Residua des Integranden bei seinen im Gebiet 
—a—l1<o< 2 gelegenen Polen s,,...,8,, bedeutet. Aus (2) folgt 


m 
FR, 
r=1 





= 32> FQ, (logz) =Q(z), 
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wo Q, ein Polynom in logz bedeutet, und 

(8) Rs, < 2—86 (» =1,..., m). 
Wegen (3) liefert (7) 


a+2+a 
zx 


a 1—s 
’ 1 b, f Ce ee r 
(9) 8,= — =0'(5) x 22 * ds+Q(z) 
n+2—a i *=1 
2 o _ ant 
== D)b,e * + Q(z) 
V* n=1 
Aus (6) und (9) folgt 
5 tSaet 
2), a,e-7**=— Dbe * +Q(z) (2 > 0). 
= YF Poe 


Diese Gleichung multipliziere ich fiir festes > 0 mit e~*** und integriere 
nach z von 0 bis oo; da die Reihe der Integrale iiber die absoluten Be- 


triage der Glieder konvergiert, gliedweise Integration also erlaubt ist, so 
folgt nach (5) 


(10) Py 


b, 
t 


: 8 


=2 





e7 27nt 1 Q(z)e-*"*dz. 


0 


a es 


~ 


a=! 
Hierin darf das Integral auf der rechten Seite gliedweise ausgefiihrt 


" 
werden, denn nach (8) ist in Q(x) jeder Term O(a~**4) fir z—- 0; es 
ist also 


(11) fav) weds 1 fg Q(A)e o-*#da = S't'*H, (log t) = H (t), 


v= | 


wo H, ein Polynom in logt bedeutet. 
(10) und (11) ergeben 


(12) Se, (rat tm) — HH t) 20 512, e~ Sant, 


In (12) ist 


1. die Reihe auf der linken Seite in jedem endlichen Gebiet der 
t-Ebene exkl. t= + ki (k=1, 2,...) gleichmaBig konvergent; sie ist 
also die Partialbruchzerlegung einer meromorphen Funktion mit Polen 
erster Ordnung in t= + ki vom Residuum a,, 
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2. H(t) eine in der von 0 nach — co aufgeschnittenen t- Ebene ein- 
deutige fiir t+ 0 reguldre Funktion von t, 


8. die rechte Seite fiir Ri > 0 eine periodische Funktion von t mit 
der Periode i. 


Folgiich sind die Residua in den Punkten ki und (k-+-1)¢ gleich, 
d.h. a,=a,,, (k=1, 2,...), =a, 
f(s) =a,0(8), 
q. e. d. 


Géttingen, 30. September 1921. 


(Eingegangen am 2, 10. 1921.) 
















Uber die asymptotische Integration partieller Differential- 
gleichungen mit Parameter. 


Zweite Mitteilung. 


Von 


Wolfgang Sternberg in Heidelberg. 


Einleitung. 
In der ersten Mitteilung (Math. Ann. 86, S. 140) habe ich die hyper- 
bolische Differentialgleichung mit Parameter 
a7 


de dy + (Clz, y;e)+e*)u=0 


asymptotisch integriert. Jetzt handelt es sich um die elliptische Gleichung 
(I) 4u+(A(z,y;e)+e*)u=0, 

a*u 
dy* 
soll die gegebene Funktion A(z, y;@) in einem gewissen endlichen Be- 
reich S der (z,y)-Ebene endliche Ableitungen erster Ordnung besitzen 
und nebst diesen als Funktion des positiven Parameters o beschrankt sein. 
Die Lésungen von (I) werden fiir groBe @ mit denen von 

(II) 4w+o*w=0 

verglichen. Zu jeder Lésung w von (II), die in S nach z und y zwei- 
mal stetig differentiierbar und bei wachsendem og gleichmaBig beschrainkt 


ist, werden zweimal stetig differentiierbare Lésungen u von (I) gefunden, 
die gleichmaBig in S die asymptotische Darstellung 


(III) u=w+0(%) 


wenn, wie iiblich, die Abkiirzung Suet = 4u benutzt wird. Dabei 


gestatten. Als Grundlage des Beweises dient die unhomogene Fredholm- 
sche Integralgleichung 
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(IV) w(x, ¥;@)= w(x, y; @) 
1 
+z [fer y;&,0;0)A(E, 0; oe) u(E, 9; e) didn, 
s 


in der G(z, y; §, ; @) eine ,,Grundlésung** von (II) bedeutet. 

Ich zeige, daB (IV) fiir geniigend groBe o eine und nur eine in 8 
stetige und sogar zweimal stetig differentiierbare Lésung u besitzt, daB 
diese auch Lésung von (I) ist und endlich die Limesgleichung (III) er- 
fiillt. Die Abschitzung o(5 
in dieser Arbeit nicht weiter eingehe. Es gibt beliebig viele u, die sich 
demselben w asymptotisch nahern. Das ist schon deswegen einleuchtend, 
weil beliebig viele u existieren, welche bei wachsendem g in S gleichmaBig 
gegen 0 konvergieren. Die Entwicklung der Lésung in eine semikonver- 
gente Reihe, die Untersuchung des Falles, wo w nicht mehr gleichmaBig 
beschrankt ist, und die Behandlung komplizierterer elliptischer Differential- 
gleichungen bleibe einer spiteren Arbeit vorbehalten. 


) kann verscharft werden, worauf ich aber 


§1. 
Differential- und Integralgleichung. 


Sei vorgelegt die partielle lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung vom elliptischen Typus 


(1) Au+(A(z,y;0)+0*)u=0, 
oder, wenn man zur Abkiirzung 

(2) L(u)=4u+o*u 

setzt, 

(1*) L(u)=—Au. 


Hierin bedeutet 9 einen positiven, beliebig groBer Werte fahigen Para- 
meter. Die Funktion A(z, y; 0) sei in einem gegebenen endlichen Be- 
reiche S der (x, y)-Ebene, dessen Randkurve C, abgesehen von einer 
endlichen Anzahl von Ecken, eine stetig sich drehende Tangente besitzt, 
nicht bloB stetig, sondern auch mit endlichen Ableitungen erster Ordnung 
versehen, damit die Satze iiber die Differentiation eines Potentials an- 
gewandt werden kénnen. Als Funktion von @ geniige A in ganz S den 
Limesgleichungen 


A=0O(1), oe 


=0(1), $=0(1). 


0A 
x 


C) 
Um die Lésungen von (1) zu denen von 


(3) L(w)= 4w+ oe? w=0 
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in Beziehung zu setzen, braucht man vor allem eine Grundlésung*) von (3). 


Sind (x,y) und (&,) zwei unabhangig voneinander in S variierende 
Punkte und wird ihre Entfernung 





V(z — é+(y—nP =r 
gesetzt, so versteht man unter Grundlésung von (3) eine Funktion der Form 
G(x, ys &. 05 @) = — (2%, ys & 05 @) logr + 7, (2, y; €, 05 @). 
Dabei sind y, und y, in ganz § nach xz und y sowie nach — und » zwei- 

mal stetig differentiierbar, und es besteht die Identitat 
7i(€, 95 &, 950) =1; 
ferner geniigt G, wenn nicht gerade (z, y) und (é, 


Funktion von z und y der Gleichung (3) L(@) 
lésung ist z. B. 


7) zusammenfallen, als 
0. Eine solche Grund- 





(4) G@(z, y; &,; @) = — K,(er) = — K,(o Viz — €)*+ (y— n)*), 
wo K, die Besselsche Funktion zweiter Art bezeichnet. 

Die Lésung u von (1) soll nun in S (d. h. im Innern und auf dem 
Rande) stetige Ableitungen erster Ordnung und im Innern von S auch 
stetige Ableitungen zweiter Ordnung besitzen. Es werde eine ganz aus 
inneren Punkten von S bestehende geschlossene Kurve C konstruiert; das 
von © begrenzte Gebiet nebst C selbst heiBe S. Wendet man die Greensche 


Formel auf w und auf v= — = an, wobei der Punkt (z, y) auf das 


Innere von § beschrankt wird, so erhilt man in bekannter Weise, wenn 


&, die Integrationsvariablen sind, do das Flaichen- und ds das Kurven- 
element bedeutet, 


JJtoniw —uL(v de — [foande—a— |(o55— 55 “*) ds. 


Wie iiblich, gibt nm die Richtung der inneren Normale an, und es 
wird auf C in positivem Sinne integriert. Da in den beiden Integralen 
SfvAudo und {... die zweiten Ableitungen von wu nicht mehr vor- 
8 c 


kommen, so erhalt man, indem man dorch einen stetigen Grenziibergang 
C in C iiberfiihrt, 


u= = f(a u— \ds ~ [Joa udo. 


*) Vgl. Sommerfeld, Enzyklopidie der math. Wiss. 2, 8.515. — Hilbert, Grund- 
ziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, S.59. — Holmgren, 
Uber die Existenz von Grundlésungen, Math. Ann. 58, 8. 404. 
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Hier ist 


{@ a 
w(z,¥;0)= \v ou 2°) de 
é 


eine im Innern von S zweimal stetig differentiierbare Lésung von (3); 
denn da (x,y) im Innern, (¢, 7) auf dem Rande von S liegt, kann nach 
2 und y unter dem Integralzeichen differentiiert werden. Es ist aber 


L(v)=0 und auch L(2*) = 0 (in der letzten Gleichung sind bei der 
Differentiation ~ die Variablen und 7, bei dem mit L bezeichneten 


ProzeB x und y), mithin in der Tat L(w)=0. 
Demnach hat man endgiiltig 


(5) u(x, ¥; 0) = w(z, y; 0) 


+ gh ff ecw, us 8, 050) A(E, nse) ule, nse) dean. 
s 


Diese Gleichung ist zunachst nur fiir innere Punkte (z, y) bewiesen. 


Nun sind w und i {fea udo aber auch auf C (bei Annaherung von 
8 
innen her) stetige Funktionen von z und y. Denkt man sich also w 
durch (5) definiert, so gilt die Gleichung in ganz S mit Einschlu8 des 
Randes, und auBerdem stimmt die so definierte Funktion w im Innern 
von § mit der durch das obige Randintegral definierten iiberein. 
Umgekehrt soll jetzt gezeigt werden: Ist w irgendeine in S einmal 
und im Innern von S zweimal stetig differentiierbare Lésung von (3), 
so ist jede etwa vorhandene in § stetige Lésung von (5) in S§ einmal, 
im Innern von S zweimal stetig differentiierbar und Lésung von (1). 
Dazu braucht man die Theorie des logarithmischen Potentials. Die Siatze 
der Potentialtheorie beziehen sich auf die Differentiation von Integralen 
der Form 


Sf —logrkdo, 
8 


wo k in S endliche Ableitungen erster Ordnung besitzt. An Stelle der 
Grundlésung — logr von 4w = 0 tritt hier die Grundlésung G = — K, (or) 
von L(w)= w+ o*w =O, und zwar ist 


(6) — K,(or) = — J,(er) log er — H(er) 
= — J, (er) logr — {J,(or) loge + H(er)} ’ 
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wobei J, die Besselsche Funktion erster Art und H eine ganze transzendente 
Funktion bedeutet*). Man hat demnach 


n=I(er), r%=—{Io(er)loge+ H(or)}. 
Da also — logr mit einer Funktion multipliziert ist, die an der kritischen 
Stelle z=, y=7n in 1 itibergeht, und das Zusatzglied y, eine ganze 
Funktion von rf ist, so gelten Satze, welche denen der Potentialtheorie 
ganz analog sind. Diese Sitze sind die folgenden: Die Funktion 


F(z, y; e)=ffa(z, y;&,n; 0) k(é, n; o) dé dn 


ist fiir alle inneren und duBeren Punkte (z, y) und auch beim Durchgange 
durch C stetig. Fiir die ersten Ableitungen gelten die Formeln 


oF aG oF ag 
x [{ iE eae, ay ~ J oy Bae. 
8 


Sie haben dieselben Stetigkeitseigenschaften wie F. Bisher ist die Existenz 
dk ok 


der Ableitungen 38° On noch nicht benutzt. Nun kann man aber die 


Umformung 


<- -{{# kdo = — [bom (n, 2) de + {fe Gdo 
s s 


vornehmen. Dann folgt 

oF ' aG ak @G 

ane = — { & c0s(n, 2) 22 ds + {fa = do. 
o 8 


Diese zweite Ableitung ist fiir innere und fiir auBere Punkte stetig, 
aber fiir Randpunkte gar nicht definiert, weil fiir solche das Integral 


2 
~ f ..» keinen Sinn hat. Ebenso verhilt sich natiirlich auch ay und 


é 
schlieBlich L(F) = AF + 0° F, und zwar ist 





—2xk fir innere Punkte, 
L(F)=|{ 0 » auBere = 


Obige Satze wenden wir auf das in (5) auftretende Integral an, wo- 
bei die Existenz einer in § stetigen Lésung von (5) vorausgesetzt wird. 
Die Existenz von u fiir auBere Punkte von 8 kommt hier nicht in Frage. 
Die erste Differentiation ergibt 


*) Vgl. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathematischen 
Physik, 1, 8.183. Die Funktion K,(z) ist dort mit ®(z) bezeichnet. 
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ou 
tata [fate ao 
(7) 





aw @(Aw) 
-w_f Aucos(n, &)Gds +5 [*s Gdao, 


die zweite liefert 


(8) Tem bat Ba] Av 008( 8) ee be o; 





au on a a a" a*u , ; 
to und iy sind in ganz 8S, zat und jy* Bur im Innern stetig. Endlich 
ist fiir alle inneren Punkte 


L(u)= — 20-4 = — Au, 


was mit (1*) iibereinstimmt. 

Das Resultat dieses Paragraphen kann demnach so formuliert werden: 
Die Gesamtheit der in S einmal und im Innern von S§ zweimal stetig 
differentiierbaren Lésungen der gegebenen Differentialgleichung (1) ist 
identisch mit der Gesamtheit der in S stetigen Lésungen der Integral- 
gleichungsschar (5). Die weitere Untersuchung kann daher auf (5) ge- 
richtet werden. 


§ 2. 
Beweis einer Limesgleichung. 


Fiir das Folgende grundlegend ist die gleichmaBig in S geltende 
Limesgleichung 


(9) ffiere, y; &,;@)|\dédn 
8 
- fflx (eV —&)'+(y—n))|dédy =O (=): 


ot 





welche jetzt bewiesen werden soll. 


Liegt der Punkt (2, y) im Innern von S, so wird er mit zwei Kreisen 
umgeben, welche die Radien 
A= 


‘ e= —, 0<p<l 
o” 


o|— 


haben. Da 9 >1 angenommen werden darf, ist e>6. Nach Wegnahme 
des gréBeren Kreises bleibt von S ein etwa mit S, bezeichnetes Gebiet 
iibrig, der Ring zwischen den beiden Kreisen heiBe S,, der kleinere Kreis S,. 
Liegt (z, y) auf C, so kommen von den beiden Kreisen nur die in S 
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liegenden Teile in Betracht. Die folgenden Abschitzungen gelten mit 
unwesentlichen Anderungen beim Beweise auch fiir diesen Fall. Sie be- 
ruhen auf der asymptotischen Darstellung von K,(z) fiir groBe reelle po- 
sitive z. Bekanntlich ist*) 


' x ° x ? 1 
(10) K,(z)= —-Vi sin(j — 2) +0(-). 
Weniger scharf ist 
(11) K,(2)=0(=), 
yz 


was aber zum Beweise von (9) ausreicht. 
Fiir die Ableitung gilt 


, ‘ Tx x \ 1 
(10*) K, (2) = Zoos (5 — 2) +0(5), 
(11*) K,(2) = 0(—). 
yz 
Man kann 
Sf \Ko(er)\do= Sf +JSf+ ff 


setzen. Die drei rechts stehenden Integrale werden jetzt einzeln abge- 
schitzt. Was zunichst SS\K.(er)|deo betrifft, so ist in 8, 
Ss; 


re, or >= o'-?. 
9 


Wegen 





K,(e'-*) =0 (=) 


gilt a fortiori 





mithin auch 


(12) JJ tenise— 0(=3), 
S; 


o 2 


In 8, ist 5S eoSe, lS er<o'-*. Daher ist K,(or) beschrankt; 
denn einerseits ist K,(z) fiir jedes endliche und von 0 verschiedene z, 
also sicherlich fiir endliches |z|>1 regular, und andererseits konvergiert 








*) S. etwa Riemann-Weber, |. c. 
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K,(z) gegen 0, wenn z durch reelle positive Werte ins Unendliche riickt. 
Aus K,(er)= O(1) ergibt sich 


(12*) ffi Xo(or)ido = 0( 1) ff ee— 01 (1){ a ~a}a -0(=,)- 
Sy 


In 8S, schlieBlich ist OS rsd, OSersl. Es war aber 
K,(or)=J,(er)logor+ H(or). Setzt man J,(or)—1+ P(er), so 
ist P(z) eine ganze transzendente Funktion, welche der Gleichung 
P(0)=0 geniigt. Man erhailt K,(or)=—logoer+L(er), wo 


L(or) = P(er)logor + H(or)=0(1) 
ist. Weiter folgt 


| K,(or)| <|loge|+|logr|+|L(er)|, 


[fi Ko(er)idos [ftoge|do+ ff \togeido+ {f|x(er)|ae. 
8, 8; . s, 
Zunachst ist 
Sfx (or)|do = O(1 \fJae—0( i) 


Hloge| f do= |Iog 0/0 ()=-0(—+,), 
s 


also 


ferner 


o%-* 


wenn t eine beliebig kleine positive Konstante bedeutet, und endlich 


1 


2x o 
fj Hogr| do = fap togrirar x an|rdr—0(—4.). 
Ss 0 0 0 


o2-t 


Mithin wird 
(12**) [fixe(er)|do=0(4,). 
8; 


Durch Zusammenfassung von (12), (12*), (12**) ergibt sich 
Ji (er)|do =O (= rp) + (s35) + 9 (Gee): 


Die giinstigste Abschitzung erhalt man fiir 


1— 1 
f= = 2p oder p=: 
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Dann wird 
[Jixe(er)ide—0(%) +0 (Ge) -0(4)- w.s. bw. 


e 





Genau so beweist man mit Hilfe von (11*) 


(9%) SJ xe(er)\do=0 (5). 
8 


Endlich ist es nicht schwer, die Richtigkeit von 
(9%) Ji K.(er)ids—0() 
Cc @ 


zu zeigen. 


§ 3. 
Existenz der Lisung. Asymptotische Darstellung. 

Jetzt soll gezeigt werden, da8 die unhomogene Integralgleichung (5) 
fiir geniigend groBes 0 eine und nur eine in § stetige Lésung hat. Da 
der Kern, d. h. + G(z, y;&,; @)A(é, 9; @) nebst Quadrat nach (£, 7) 
integrabel ist, kann die Fredholmsche Theorie angewandt werden. Nach 


dieser existiert eine eindeutig bestimmte stetige Lésung von (5), wenn 
die zugehérige homogene Gleichung 


(13) p(a,y; e)=2 [fore, y;&,; @)A(E, 0; 0) p(E, 0; e)dédn 
8 


keine in § stetige Lésung besitzt. Angenommen, es wire eine solche 
nicht identisch verschwindende Lésung g vorhanden. Dann miiBte auch 
|y(z,y;@)| in S stetig sein und hier ein positives, von @ abhingiges 
Maximum, etwa ®(o), besitzen. Aus (13) wiirde nun folgen 


|| <0(1)(@) {J iG|do— ®(¢)0(-) 


fiir alle Punkte (z,y) von S, also auch fiir denjenigen, in welchem | 
sein Maximum erreicht, d. h. 


1 

(0) < (0) 0(-;) 

e 

oder nach Division mit dem positiven ®(o) 


1<0(-)). 
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Wahit man also R so groB, daB 1> o(—,) wird, so ergibt sich fiir 
R 


o > R ein Widerspruch. 
Die in S stetige Lésung u von 


1 
(5) u=wti [feaudo, 
8 


deren Existenz und Eindeutigkeit jetzt feststeht, soll nun asymptotisch 
dargestellt werden. Dabei wird noch die Voraussetzung gemacht, da’ 
w(x, y; 0) inS bei wachsendem g gleichmaBig beschrankt ist. Dann gibt 
es eine absolute Konstante WN derart, da8 in S 


|w(z,y;e)| SN 
ist. Solche Lésungen von 4w-+o*w=O0 sind z. B. 
aka sin By 
w= 


COS a x cos By, 


wenn « und # reelle, der Gleichung a* + 6° = 0° geniigende Konstante 
bedeuten. 

Zunachst kann die gleichmaBige Beschrianktheit von u nachgewiesen 
werden. Da die Funktion |u(z,y;@)| in S stetig ist, besitzt sie hier 
ein positives, von o abhangiges Maximum, etwa M(o). Aus (5) er- 
gibt sich 

|u| SN + M(e)0(-), 
oe? 


M(e)<N +M(0)0(-), 


M(o){1—0(4)\<w. 


ot 
Wahit man jetzt R so groB, daB etwa 1 — O (=) >5 ist, so er- 
halt man fiir 9 > R, 
M(e)<2N, dh M(e)=O(1), w. z. b. w. 
Die Gleichung (5) liefert nun unmittelbar 
(14) u(2, 9; 0) = w(2,y; 0)+0(-). 
° 


Diese asymptotische Darstellung, die mit (III) in der Einleitung 
iibereinstimmt, gilt fiir alle Punkte im Innern und auf dem Rande von S 
gleichmaBig. 


Mathematische Annalen. 86. 19 
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Fiir die Darstellung der Ableitung ~ ist die Gleichung 
(7) 5 ja ie — ta] Auconin.t §)G@de+ Ne u@do+—- Sir &% Gdo 


zu benutzen. In dem Beispiel w = sinaz sin fy ist = ~~ = cos az sin By 


in § gleichmaBig beschrinkt. Die Zahl « kann ohne Verringerung der 
Allgemeinheit der Untersuchung positiv gedacht werden. Es wird die An- 
nahme gemacht, daB sie bei wachsendem go nicht unendlich klein wird. 
Sie darf aber selbstverstindlich unendlich groB werden, jedoch wegen 
a*-+ B* = * héchstens von erster Ordnung in bezug auf 9. Allgemein 
soll vorausgesetzt werden, es existiere eine positive Funktion g(o), die 
fiir geniigend groBe o den Ungleichungen 
0<a<g(o), g(e) <b 


@ 


geniigt (wo @ und 6 von g unabhingig sind), derart da gleichmaBig in S 


1 éw 
ge) da = (1) 
ist. Wird jetzt das in 8 genommene Maximum der stetigen Funktion 


ow) | mit M(o) bezeichnet, so folgt aus (7) 
1 


| 
| 


ei be <0O(1 )+0( ses) J | ds+0(- tas) iGldo+M M(0){ fle do. 
3 


Wegen (9) und (9**) erhalt man 
M(e) < 0(1) + O( 


+ M(e)0(4), 
ner (e) \ot) 


woraus sich M(o)=0/(1) und schlieBlich 
1 du 1 dw , 1 
(15,) sie) #2 — ae) = + °(-4) 


ergibt. Ebenso findet man, wenn jy = O(h(e)) ist und A(o) dhnliche 
Bedingungen wie g(o) erfiillt, 


= 1 éw 1 dw - 
(155) sie) ay — Wey ay + ° (4) 


Die beiden Limesgleichungen (15) haben denselben Giiltigkeitsbereich 


wie (14). Ohne jene besondere Annahme kénnte man nur o( 3) statt 
: @ 
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o(5) folgern. Die zweite Ableitung ° ro “ geniigt fiir alle inneren Punkte 
e 


von S§ der Gleichung 


2 2 
ow ow 


(8) any = Fe 1 | Ancos(n, £) 2S ds + ae) Jae(ae do. 

é 
Fiir die Gewinnung der asymptotischen Darstellung benétigt man hier 
die Voraussetzung, daB g(g) tatsiachlich genau von erster Ordnung in bezug 
auf g unendlich groB wird, so daB neben g(g) = O(g) auch umgekebrt 
eo = O(g9(e)) gilt. 

Wie in §1 wird jetzt ein Gebiet S hergestellt, das von einer aus 
lauter inneren Punkten bestehenden Kurve C begrenzt wird. Es soll aber 
jetzt, wenn das Minimum der Entfernungen von C und C etwa mit k be- 
zeichnet wird, k eine unveranderliche Konstante sein. Wird (z, y) auf 8 
beschrankt, so kénnen die in (8) auftretenden Integrale leicht abgeschitzt 
werden. 


Zunachst ist 





1 a oG { 1 eG} 
2x 9% (0) { Aucos(n, §)5z ds = 0(a1>) | |$E ae. 
Nun hat man aber 
IG o( —& , 
i = ‘Ko (er), 
also wegen r>k 
l@ ¥ / 
=| <e|Ko\er)| = 00( )= (Vo) 


demnach 





Ferner ergibt sich 


1 ¢ 0G iz | aG | 
reer | [4 (4u) 32 do Gio) le 
8 





(16, ) 





19* 
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Ebenso findet man, wenn neben h(g) = O(g@) auch 9 = O(h(o)) gilt, 


. 1 a°s = 1 a*w 1 
(16) o* dy* — a ay? * o(3): 


Die beiden Gleichungen (16) sind fiir alle Punkte von 8, d.h. fiir alle 
inneren Punkte von § richtig. 
§ 4. 
Normierte Lésungen‘). 


Bisher war vorausgesetzt, da8 die Funktion 


_ aa) (> —uXt)as 


bei wachsendem g in S gleichmaBig beschrankt ist. Dies kann als eine 
Bedingung fiir die Randwerte von u und ~ angesehen werden. Statt der 


obigen soll jetzt eine andere, die aus der mathematischen Physik bekannte 
,,Normierungsbedingung* benutzt werden. Sei also 


(17) Sfutdo=—1. 
s 


Dann braucht das zugehérige w durchaus nicht die Limesgleichung w = O(1) 
zu erfiillen, was unten an einem Beispiel gezeigt werden wird. Trotzdem 
konvergiert die Differenz «—w gleichmaBig in S gegen 0. Es folgt 


namlich aus 
1 
u=w-+ Affe udo 
s 


mittels der Umgleichung von Schwarz 
' J 3 3 
— ol < .—-a/ 3 [ffarde. 
u w|<azyJfA°utdoy Jf o 
Weiter ist wegen (17) 
Sf A? utdo =0(1) ffutds =0(1) 
8 8 





und 
sams 2 1 
(18) [f@*ae—o(=), 
was gleich bewiesen werden wird. Daher folgt wiederum 
(19) u=w+0(—). 
_ \We 


*) Zusatz bei der Korrektur Marz 1922. 
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Zum Beweise von (18) wird der Punkt P(z,y), mag er im Innern oder 
auf dem Rande von § liegen, mit einem Kreise umgeben, dessen Radius R 
eine von g unabhiangige Konstante und so groB ist, daB er S ganz im 
Innern enthalt. Fiihrt man Polarkoordinaten r,g mit P als Anfangs- 
punkt ein, so wird 


22 R R 
ff@" do < {dp JK, (or) rar = 2a JK, (or)rdr; 


fiir or =z ist aber 


R :, oR oR 
J xg(errar — 5] Ke(e)-2ds— 0(5) fae =0(2), 
0 . = ais : 


woraus in der Tat (18) folgt. 

Aus der Normierungsbedingung (17) fiir « ergibt sich nun auch 
mittels (19) eine ganz ahnliche fiir w. Es ist naimlich gleichmaBig in S 
Pa 1 1 
w? =u +40(=)+0(), 


demnach Sfwtdo = ] +0(=). Es geniigt also, was das oben ange- 
8 ¢ 


kiindigte Beispiel betrifft, eine Lésung w von 4 w+ e*w = 0 zu gewinnen, 
welche in einem gegebenen Gebiete S der (zy)-Ebene, etwa dem 
Einheitskreise, normiert ist, ohne in ganz S gleichmaBig beschrinkt zu sein. 
Dies leistet 


w= V$ 4. (er), r= V2?+y’. 


Es ist namlich 


2x 1 1 
[frotao = £{dp|J3(er)rar = on | Ji (or)rdr, 
s 0 0 0 


aber 
1 
Je (er)rdr = 4 [Je (0) + Je" (0)]*) 
und ‘ 
J5(e)= VE {om (Ze) +0(8)}, 
45 (e)— VE {ain (Z—e) +0(2)} 
also 
Js (e)+Jo"(0) == +0(5), 


*) Riemann-Weber, |. c., 1., 8. 190. 
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1 
[a3 (or)rar = ++0(5), 


o 
uv 
demnach 
\ 
[fwtdo—1+0(!). 
\o/ 
s 
Setzt man noch 
—__=—— = W, 
Vi+0| Ly 
\e 
so ist 
Sfwedo=1. 
s 


Offenbar ist nun aber W oder w im Mittelpunkte des Einheitskreises 
nicht beschrankt. Man hat namlich 


= [fo F 
w=" =V/25,(0) = 8. 


Zum SchluB soll folgende allgemeine asymptotische Aussage bewiesen 
werden: Eine in irgendeinem endlichen Gebiete S zweimal stetig differen- 
tiierbare und normierte Lésung w von 4w+o*w=0 kann in keinem 


innern Punkte von § starker als von der 5 ten Ordnung in bezug auf 0 
unendlich groB werden. Eine schirfere Aussage ist nach dem eben 
gegebenen Beispiel nicht méglich, Zum Beweise benutzt man den sog. 
Mittelwertsatz*). Nach diesem ist, wenn um irgendeinen innern Punkt 
Pi(z,y) von S mit dem Radius r der Kreis geschlagen wird, der auch 
noch ganz im Innern von S§ liegen soll, 


22 
l 
wJ,\or) = 7, | wde. 


Dabei sind Polarkoordinaten r,g mit P als Anfangspunkt eingefiihrt. 
Links ist der Funktionswert w in P zu nehmen, rechts wird lings der 
Kreisperipherie integriert. Multipliziert man die obige Identitét in r mit 
rJ,(or) und integriert von 0 bis zu irgendeiner von g unabhingigen 
Konstanten c, die geniigend klein ist, da8 der Kreis K mit c um P noch 
in § liegt, so folgt 


w| J3(or)rdr = Lf [rose or)do. 
0 x 


*) Riemann-Weber, |. c., 2., S. 281 ff. 
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Es ist aber 


e 1 
faz (er)rar = o* | J3(oce)2d2 = ¢* (— +0(5)) _ = +0(<), 


oc 
andererseits 
\SJoJo(or)do| <yffurdo VIII (er)do < VIII (er)do = 0(— ), 


da ebenso wie (18) auch 


Jjae or)\do= 0(<) 





gilt. SchlieBlich folgt 





also 


w. z. b. w. 


(Eingegangen am 19. 9. 1921.) 











Ober die Entwicklung von Funktionen einer komplexen 
Veriinderlichen nach Funktionen, die einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einem 
Parameter geniigen. 


Von 


Otto Volk in Miinchen. 


Herrn Geheimen Rat Professor Dr. F. von Lindemann 
zu seinem 
siebzigsten Geburtstage am 12. April 1922 
gewidmet. 


Durch die bekannten Hilbert-Kneserschen Untersuchungen ist die 
Frage nach der Entwickelbarkeit willkirlicher Funktionen nach den reellen 
Eigenfunktionen einer linearen Differentialgleichung mit einem reellen 
Parameter fiir reelle Argumente in befriedigender Weise gelést. E. Hilb’) 
hat diese Untersuchungen auf den Fall, daB die Koeffizienten der Difie- 
rentialgleichung und der Parameter komplexe Werte annehmen, fiir reelle 
Argumente ausgedehnt. 

Die folgende Arbeit will die Frage nach der Entwickelbarkeit will- 
kiirlicher Funktionen nach den Eigenfunktionen der linearen Differential- 
gleichung: 


(1) P, (2) 44 


d 

sae + Pi (2) 52 + (Pol2)+4°)y =0, 
wo P,(z), P,(2), P,(z) ganze rationale Funktionen héchstens vom Grade 
m und 4 der (reelle oder komplexe) Parameter sind, fiir komplexe Argu- 
mente z unter gewissen Voraussetzungen beantworten. 

Die Methode besteht in einer Verallgemeinerung der Methode, die 
C. Neumann*) beim speziellen Problem der Besselschen Funktionen an- 

1) E. Hilb, Uber Reihenentwicklungen nach den Eigenfunktionen linearer Diffe- 


rentialgleichungen 2. Ordnung. Math. Annalen 71 (1912), 8. 76—87. 
*) C. Neumann, Theorie der Besselechen Funktionen. Leipzig 1867. 
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wandte, und die ich in meiner Dissertation*) im Falle der Heineschen 
Funktionen des elliptischen Zylinders mit Erfolg gebrauchen konnte. Von 
fundamentaler Wichtigkeit war dabei die modifizierte Eulersche Transfor- 
mierte*). Die sich ergebenden Entwicklungen, die sowohl nach den Eigen- 
funktionen der Differentialgleichung (1) wie nach den Zugeordneten fort- 
schreiten, kann man als Verallgemeinerung des Laurentschen Satzes be- 
zeichnen. Als Beispiele werden die Kugel- und Besselschen Funktionen, 
die Funktionen des elliptischen Zylinders, die Hermiteschen und Laguerre- 
schen Funktionen behandelt, welch letztere insofern von besonderem In- 


teresse sind, als sich bei ihnen die Entwicklungsbereiche ins Unendliche 
erstrecken. 


§ 1. 
Grundgedanken der Lésung des Hauptproblems. 
Die gegebene Differentialgleichung habe die Form: 


3 
(1) P, (2) 5% + P, (2) $4 + (Pylz) +2") y=, 


wo z eine komplexe Veranderliche und 4 ein (reeller oder komplexer ) 
Parameter sei; der Grad der ganzen rationalen Funktionen P,(z), P,(z), 
P,(z) soll nicht héher als eine feste ganze Zahl m sein. Die Wurzeln 
der Gleichung P,(z)=0 geben bekanntlich die singularen Punkte der 
Differentialgleichung (1) an. Durch die Substitution: 


z 
z P, (z) 


ae Sl i= dz geltw™ 
VM VP, (2) : VP,(z) P,(#) 


ry 


(2) y 





geht (1) iiber in: 
‘ a*u ;3 
(3) at + (P(e) +4 )u=0, 


wo ist: 


1 ” , Sa, le P; 
(4) T(2) =| Pi'(2) — 2P{ (2) +(2P, (2) — 7? (2) PO - FE + 4P,(a)]. 
Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daB P,(z)= 0 keine 
mehrfachen Wurzeln besitzt®). Wir schneiden dann die z-Ebene lings der 
Verbindungslinie je zweier Nullstellen von P,(z) auf, wozu bei ungerader 


*) O. Volk, Entwicklung der Funktionen einer komplexen Variablen nach den 
Funktionen des elliptischen Zylinders. Diss. Miinchen 1920. 

*) Hierauf wurde ich von Herrn Prof. Dr. Hilb in Wiirzburg, dessen Ratechlige 
ich mich auch bei der Ausfiihrung der Arbeit in reichem MaBe erfreuen durfte, in 
gitiger Weise aufmerksam gemacht. 


5) Fiir den Fall mebrfacher Wurzeln vgl. das Beispiel der Bessel-Funktionen, § 5. 
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Anzahl noch die Stelle z = oc tritt. z, sei so gewahit, daB es auf keinen 
Querschnitt zu liegen kommt. Machen wir die weitere Voraussetzung, 
daB die Umkehrung des Integrals: 





Zz 
(5) t=p+iy=|—~, z= (8) 


eine reelle Periode gy, besitze, dann wird allen Geraden y = # (f konstant 
und positiv) in der 7-Ebene eine geschlossene Kurve C in der Z-Ebene 
entsprechen, wenn nur kein Querschnitt getroffen wird, d. h. wenn t= p+ #8 
fiir alle Werte von des Intervalls 0 bis y, und bei konstantem f keine 
Nullstelle von P,(z) wird; dabei sollen in der Z-Ebene die y = £, ent- 
sprechenden Kurven die y = f entsprechenden umschlieBen, wenn f, > £ ist. 

Sei U,(z) eine innerhalb C regulire Lésung der Gleichung (1) 
das nach (2) entsprechende wu, (¢) samt seiner Ableitung oni) eine fiir 
alle endlichen Werte von ¢ regulare Funktion von ¢ mit der Periede ¢, 
(¢ = p, +4 entspreche z,). 


, 





Um nun analytische Funktionen zu entwickeln, gehen wir so vor: 





Wir entwickeln : 
ain 


Eigenfunktionen von (1), die zu den Randbedingungen: 
u,, (0) = 4, (9), 


= unter Beschrinkung von z auf C nach den 


(6) dun(t)| _ dw, (t)| 


Gt lexip dt lemqgttf 








gehéren. Man erhalt dann folgende Entwicklung*): 
1 





x 
, “~y » . 
(7) cs 2 Ufa) V, (a). 
n=0 
wo 
Za 
1{M T, ( 
(8) V.(s,)—=2 M(s)Un(s) 
Cn z,—2 
2 


U,,(z) die normierte Eigenfunktion ist, ferner 


(8a) a, = Fu, (o-+6p)"de 
0 


und in (8) der Integrationsweg keinen Querschnitt treffen darf. Wir 
werden dann zeigen: 

I. Die Rethe auf der rechten Seite von (7) konvergiert gleichmafig, 
solange z, auf einer die Kurve C umschlieBenden Kurve C, liegt. 





*) Vgl. E. Hilb, 1. c. S. 81 
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Aus diesem fundamentalen Satze folgt mittels des Cauchyschen In- 
tegralsatzes: 

Il. Ist f(z) eine innerhalb C reguldre Funktion, so lapt sich f(z) 
innerhalb dieser Kurve durch die Reihe darstellen: 

f(z) =a, U,(z) + 4,U,(z)+...+4,U0,(2)+..., 
wo die Koeffizienten durch die Formel gegeben sind: 
1 
a, = hg | ta) Ve (z,)dz,. 


’ 


Jede solche Entwicklung kann beliebig oft nach z differentiiert werden. 
III. Ist f(z) eine willkiirliche Funktion, die innerhalb eines durch 
zwei Kurven z= ®(p + i8,) und z= O(p + 4f,) begrenzten ringfdrmi- 
gen Bereichs (8, >8,) reguldr bleibt, und z ein beliebiger Punkt im 
Innern dieses ringfirmigen Bereiches, so gilt die Entwicklung: 
f(z) = a,U0,(z) + 4,0, (z)+...+4,0,(2)+... 
+ b,V,(z) +6, V,(z) +... +6, 0, (2)+..., 
wo sich die Koeffizienten a,, 6, durch folgende Formeln bestimmen: 


1 , 1 
a, gi | f(2) Va(m) de, b, = az { £4.) Ua (eda. 
w 3 


W bedeutet dabei die duBere, J die innere Begrenzungskurve. 
Jede solche Entwicklung kann leliebig oft nach z differentiiert werden. 


§ 2. 
Die modifizierte Eulerseche Transformierte und die zugeordneten 
Funktionen. 


1. Schreiben wir zur Abkiirzung: 


a k 
d 
(9) D,(y) =>) P,(2)-G,% 


k=0 


so ist nach dem Vertauschungssatz’‘) : 


(10) D, ((2, — #)~') = Dz, ((2, — 2)"~*), 
wo 
m+2 d’u 
(11) D, (u)—=_>) y, (2,)<— 
. r=0 dz: 


7) Vegi. L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, Leipzig 1897, II, 1, 8. 408. 
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ein homogener linearer Differentialausdruck (m +-2)-ter Ordnung mit der 
unabhingigen Veranderlichen z, und den in z, ganzen rationalen Koef- 
fizienten : 


sites k: pimtt—"(g) 
9, (8) = (- 1)" Bae een eEESaT 


—_ .(m—v) (m+k—yr)! 








Dabei ist in unserm speziellen Falle fir u = ——; & (11) zu ersetzen: 


Py” (s,) = Py” (z,) = 0, 


d™+" (¢, — 2)*—! og i nt ; 
as =(m ~ Wil fir y= 0,1, 2. 
Wir erhalten somit: 
HE 1 , 1 
(12) P, (2), (— —) + P,(s)2 = (=~ 5) + Po(2)— 


—P.(s,) 2 (—-,) + (— P, (2,) + 2P; (2,)) -( I 


z,—2Z 
+ (P,(2,)—P, (2,)+P ” (@, )z —, t+ Ao (2, )\+A, (s,)s+...+Ap-1 (2, )2"7!, 


wo gesetzt ist: 


3 


A,(2,)—= > [(—1)** gry, PET) + (1) gg PHP (a) +. 
k=0 (k 
+(-1 yn uae a 
VA pee 3 (m+k— 1) / ' 2m+k—-2, mth , 
As « S| l(— wm (z,) +(—1) (m—1)- me P; 


a = >(-1jh"- Ebi mth (gy 


2. Die Koeffizienten V,(z,) der Entwicklung (7), die wir als die 
den Funktionen U,(z) zugeordneten Funktionen bezeichnen wollen, sind, 
wie aus der Darstellung (8): 

(8) Va(u)—= 5 | ~ QUO ds 


Cn z,—2 
fe 


bei Beriicksichtigung der in § 1 gemachten Voraussetzungen iiber uw, (¢) 
und U,(z) hervorgeht, im allgemeinen mehrdeutige, vom Integrationsweg 
abhangige Funktionen. Sie sind auch -Lésungen einer im allgemeinen 
inhomogenen Differentialgleichung. Bezeichnen wir bei irgendeiner Funktion 
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f(z,z,) oder f der beiden Verinderlichen z und z, mit 4 und 4’ die 
Operationen: 


4f= ie + P,(2)3f + Py (2)f, 


A'f= P, (2) +(- P, (2,)-+2 P5(e,))52 + (Py (2,)— Pi (@,) + Pr a)f, 
so folgt aus is die Beziehung: 
(18) 4(;+) =4'(— —) + Ay (2) + A, (4) +... + Ama (8,) 27". 


Mit Riicksicht auf die erst spiter zu beweisende gleichmaBige Konvergenz 
der Reihe (7) ist: 


4(— =) = -» AU, (z)-V,,(2,); 
4'(-—) => U,,(z)-4’ V,, (z,) 


n=0 


(14) 


Bildet man nun: 


-2faiae n(2) 4’ (—) dz, 


so ist, wenn man von den Formeln (12) und (13) Gebrauch macht: 


ts 


’ 1 ’ 
4'V,(%)=2 EO U,(2)(4 (4) — Ay (2,)— A, (,)2 —... — Am-s(2,)2"—1|dz, 


Zz 
Zo 


_— {ue U,, (2) [> 4 U, (2)-V,, (2,) — Ag (2) —-- — An-1(2,)2"-1|dz, 


a,” — 2 fa z)2"-1-U, (z)dz, 


oder: 


a* Vn a 


(15) P, (2, 7 aV, (2;) 


+(— P,(s,) +2P, (z,)) dz, 
+ (Po (2) — P, (z,)+ Py (2,) +4°) V,, (z,) 
= — (a A, (z,) +a A, (2,) +... + a Ams (2,)). 
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Diese Differentialgleichung fiir die zugeordneten Funktionen V, (z, ) 
kann noch umgeformt werden. Setzt man 


(16) V~.(z,) = M-W,(z,), 


wo M durch (2) gegeben ist, so geht (15) iiber in: 


a*W,(2,) , 
15a) P, (2 )—gia> + Pa (a) 


dW, (2,) 
dz, 





+ (P,(z,)+ 4°) W, (z,) 
1 
= — 97 (a A, (2,) + a” A, (2,)+--- + a"? Ags (2,)). 


Die Funktionen W,(z,) gentigen also einer im allgemeinen nichthomogenen 
Differentialgleichung, deren linke Seite mit der der gegebenen Dijfferential- 
gleichung (1) dbereinstimmt. 


§ 3. 
Asymptotische Darstellung der Funktionen U,(z), V,,(2,) und der 
Eigenwerte. 


Betrachten wir die Funktionen wu, (t), die die Differentialgleichung (3) 
befriedigen, fir 0<g~<¢, und konstantes positives f (t= p+). 
Fiir u,(¢) gilt dann die Darstellung: 


—Ai¢ + 
(17a) ug (6) — gb etrt gett So [O(n + 5B) u, +4f)e***dz 
0 
e* 4 ‘ ‘ a as 
— Srl P+ ip) u, (x +i pert de, 
0 


en tig 


(17b) 5? = Sette — Fertty — eed Fie +f) u, (x + if) e%*dx 





hig 
— = | T(x+if)u,(x+ ip)e* dx. 


0 


Die Konstanten c, und c, sind von f abhangig. Nach Horn-Blumenthal*) 


*) Vgl. J. Horn, Uber eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit einem 
willkiirlichen Parameter. Math. Ann. 52 (1899), S. 271-291; Uber lineare Differen- 
tialgleichungen mit einem veranderlichen Parameter. Math. Ann. 52 (1899), S. 340 
bis 362. O. Blumenthal, Uber asymptotische Integration linearer Differentialglei- 
chungen, mit Anwendung auf eine asymptotische Theorie der Kugelfunktionen. Arch. 
d. Math. u. Phys. (3) 19 (1912), S. 136—174. 
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kann man die Funktionen u,(¢) so normieren, da8 fiir hinreichend groBe 
Werte des Parameters 4 gesetzt werden kann’*): 





tn (8) |<, = — t4e*F. 
Nach der bekannten Methode von Sturm erhalt man dann mit E. Hilb*®): 
(19a) | u,, (t)| <2leFMwssm| 
(19b) | < 2 eFersen), 


|i at 
eon Zeichen zu wahlen ist, je nachdem der imaginire Teil 
von 4 positiv oder Null, beziehungsweise negativ ist. Aus der Voraus- 


setzung**), daB die Funktionen w,(#) die Periode y, besitzen, ergibt sich 
fiir 4 die Bedingungsgleichung: 


wo das 


(20) et*4 am eFtrretae 4 rf, (x,8)+- 47’, (x,8)) sin A(x—q) u, (x +48) dx, 
0 
wo 7’, und 7, den reellen bzw. imaginaren Teil von 7’ bedeuten. Hieraus 
folgt, daB man fiir hinreichend groBe Werte von 4 setzen kann: 
| 2 j => 
1) A = n-+ 


wo b,, 6, zwischen endlichen, von n unabhangigen Grenzen liegen**). Es 
wird daher infolge der Gleichungen (19): 


Qn b, tid, 
n > 





| aa 
(22a) |u(#)|sC-e™ , 
1 du, (t) 7" 
(99 {1 nm \*/ , Ps 
22b) lz |S Ce 


wo C eine positive, zwischen endlichen Schranken gelegene GréBe bedeutet. 
Aus diesen Ungleichungen und der Gleichung (2) folgt: 











(23a) U.(z)|\<- Cc a= 
oe o\¥|= VE-YP,@)| 
, 22 
(3b) |14U2@|< _¢ __, [|—2 Pals) + F, | 1 |- mtd 
A dz |\=\WM-AP,@| i 44P@) |S VR] 


®) Dabei ist vorausgesetzt (was sich auch spiiter zeigen wird), daB bei wachsen- 
dem n der reelle Teil von 4 positiv ins Unendliche wachst; wire letzteres nicht der 
Fall, so ware # durch — # zu ersetzen. 

%) lc. 8. 82f. 

1) Diese Voraussetzung kann leicht durch andere Anfangsbedingungen ersetzt 
werden. (Vgl. z. B. E. Hilb, 1. c. 8S. 82.) 

12) Vgl. E. Hilb, 1. c. 8S. 83ff., wo auch die wirkliche Existenz dieser und keiner 
anderen Eigenwerte (bei hinreichend groBem n) bewiesen ist. 
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Ferner folgt aus (17a): 


(23¢) u,, (t) = A ettiA, 
wo A zwischen endlichen von n unabhangigen Schranken liegt. Somit 
wird : 


¢s ?: 
(24) c= f u(x +48)" dx motes [ (14 4) ereiee da 
° 0 


und daher nach (8): 


ver VM y (2) 
VP,@)(,-2) ° 





V,(2,) = : 


FOsgyewa 


wo w(z) eine immer endlich bleibende Funktion auf dem Integrations- 
wege von 2, nach 2, darstellt. Folglich ist: 

2a 
(25) [V.(%)|SO,e 
wo C, eine positive, zwischen endlichen von ich vou |e) Schranken 


gelegene GréBe darstellt. Analoges gilt natiirlich von ie 


Die Formeln (23) und (25) erméglichen unmittelbar a Nachweis 
der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe (7). 


§ 4. 
Konvergenzbetrachtungen. 


Wir bezeichnen mit S°° und S”* die folgenden Reihen: 
(26) s°— 5’ U,(2)V 
n=0 


; _ ~7d?U, (2) a*V, ) 
(27) grt= >! a re (2, 
1 





n=0 
Aus den Formeln (23) und (25) folgt bei Beriicksichtigung der Gleichungen 
(1) und (8): 

Die Rethen (26) und (27) verhalten sich von einem hinreichend 
groBen n an wie Potenzreihen; sie konvergieren absolut und gleichmafig, 
solange B,>f ist, wenn 2,=— P(t,)= P(p+if,) und s=— O(t) 
= ®(p + 4) gesetzt wird, d. h. solange z im Innern der 8, = konst. ent- 
sprechenden Kurve C, liegt; und es ist 


(28) 
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pve ( I -) ‘ . 
(29) J — 5) 270. ( U, (2) ) a V, a 


é2?. “a or dz? 


n=0 
Hiermit ist der Fundamentalsatz I des § 1 sain 


§ 5. 
Integraleigensehaften der Funktionen U,(#) und V,,(%). 


Aus den Satzen II und III des §1 ergeben sich leicht einige Inte- 
graleigenschaften der Funktionen U,(z) und V,(z,). Setzt man in III 
U,,(z) an Stelle von f(z), was offenbar gestattet ist, so ergibt sich: 


(30) Uq(2) =) 4,0,(¢ +>'B, V, (2) 


n=0 


A= 3h; | Un (z,) V, (2, ) de, By= sh; { Ua(#)U.(4,) da. 
3 


+ 


wo 


Da in (30) die Koeffizienten der U,(z) auf beiden Seiten iibereinstimmen 
miissen, so folgt: 


(31) J U,, (2,) V,, (2, )dz, = a ny ae 
(32) J U,, (z,) U,, (2, )\dz = 0 fiir men. 
Setzt man f(z) = V,(z)**), so folgt in analoger Weise: 
(33) J V,,(2,)V,(2,)dz,=0 fiir m=Sn. 


Dabei ist in allen Integralen der Integrationsweg WU bzw. J eine ge- 
schlossene Kurve C, die durch § = konst. bestimmt ist. 


Mittels dieser Integraleigenschaften der Funktionen U,(z) und V, (z) 
bzw. mittels der bereits friiher angegebenen: 


[2 Za 0 fir m+n, 
34) J tn (+66) u,, («+ tB)dx oe | M (2) U,,(z) U,(2)dz= c, fiir m=, 
kann man, nachdem die Existenz der Entwicklungen II und III erwiesen, die 
Koeffizienten der Entwicklung berechnen. Die Formeln (31) bis (33) er- 
geben augenblicklich die in II und III berechneten Werte. Hieraus ergibt 
sich auch, da8 die Entwicklungen II und III bei einer gegebenen Funk- 
tion f(z) immer nur’ auf etnerlei Art méglich sind. 


18) Was aber nur erlaubt ist, wenn V,,(z,) in dem von den Kurven § und & 
eingeschlossenen Ringgebiet sich regular verhilt. 
Mathematische Annalen. 86. 20 
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§ 6. 
Beispiele: Die Kugel- und Besselschen Funktionen. 
1. Die Differentialgleichung der Kugelfunktionen lautet: 
(35) (1—2*)y”— 229+ (—7+(n+ 3) )y=0. 
Es ist also: 
P,(2)=1—s*, P,(s)=—22, Py(2)——1, s=n+y 
und daher die Differentialgleichung der zugeordneten Funktionen: 


(36) (1—2*) Ve —22V,4+(—F+(n+35) )V,=0, 


die also mit der gegebenen identisch ist. Die Substitution (2) gibt: 











(37) yY=75 ——: t— [St = resins; 2 = sin#; 
Vi—z* 0 is 





(38) at + (rae 


Nach Heine **) ist 


+(n+- 3) )™ =0. 


4 cos*t 














1 e-* = emt 
39 = ’ ee 
(39) (z)= ae Q,, (2) A sey 
wo | 

|é| =|2z-—Vz*-1|<1 
ist. Nach (37) wird: 
§—sint —icost=—iet, Vi—g*—V2cost-e', 


somit nach (39): 


P,, (2) a Pee .e- (m+4) , 


y2nx cos t 








(40) 
Q,(s) = (— 8)" Vahey efor, 
Fiir die zugeordneten Funktionen V, (z) ist nach (8) (z, = —1. z,=1): 
+1 
1 {| U, 
V,,(4,) ma 1 {2 2) dz, 
wo ie 
+1 
c, = J U,(z)*dz 
~-1 


14) Vgl. E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., 1 (1878), 8. 174. 
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ist. Nun ist: 





+1 
2 2 
fr.) dz= Ina’ 
=1 
folglich : 
+1 
3 aay ser n 4nx 
fu, (ey'ae = (—1)" ABS, 
—1 
somit: 


+1 


V,(2,)=(—1)" 28t! [Uaas, 


4nx £,-2 





+1 
-\n 2n+1 P,(z) 


= (= ¢ eS 
( 2-y2na J 2-2 


Nun ist nach der F. Neumannschen Formel: 





+1 


Q.(4)=5 | P, (z) dz, 


z,—Z 
-1 





folglich : 
V,,(2,) =(— 1)” ie (z,), 


2nx 





und es wird daher: 








1 SP ces 
on te = U,, (2) Q, (2, ) 
a= 


(41) « %, 
= >) (2n+1) P, (2) Q, (2). 
n=0 


Dies ist die bekannte Heinesche Entwicklung**), die nach den Glei- 
chungen (40) konvergiert, solange 8, > 6 oder \&,|>\é&|, d.h. solange 
sich der Punkt z auf einer engeren, der Punkt z, auf einer weiteren 
Ellipse des Systems der konfokalen Ellipsen mit den Brennpunkten + 1 
befindet. 

Aus (41) ergeben die Satze II und III die von C. Neumann auf- 
gestellten Satze iiber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen komplexen 
Argumentes nach den Kugelfunktionen *’). 


2. Die Besselschen Funktionen sind Lésungen der Differentialgleichung: 
(42) — 2°y”— zy’+(— 27+ n*)y=0. 


5) Vgl. |. c. S. 78. 
®) Vgl. C. Neumann, Uber die Entwicklung einer Funktion mit imaginirem 
Argument nach den Kugelfunktionen 1. und 2. Art. Halle 1862. 
20* 
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Es ist also: 

P,(z)=—2*, P,(2)=—2z, P,(s)=—2*, J =n’. 
Die Differentialgleichung der zugeordneten Funktionen ist ?”): 


{—2°V,—32V,+(—2*—1+n")V,——2 (m gerade), 


43 ) ” , , 
\ | —2?V, —32V,+(—2s*—1+n'°)V,=——n (n ungerade). 
Entsprechend (16) gehen diese Gleichungen durch die Substitution: 
_s - W,, 
Zz 
iiber in: 
{- 2?W, —32W, +(—2?+ n*)W,=——2z* (m gerade), 


44) ” ’ 
( | — 2° W, —2W,+(—2*+n°)W.=—nz (n ungerade ). 


Wendet man noch die Substitution (2) an: 


Zz 


» y= 4,; 1 dz. = 
(45) id ae ri [4% z= et, 


’ 
n n 1 


so erhalt man: 





3 
(46a) owe (S) + (— e*# + n*) u(t) =0, 

dt 

2. — g@tt ‘m gerade), 
(46 b) : 2) + (— ec? + n*) v, (8) ' Aha 

dt —ne** (m ungerade). 


Hieraus ergibt sich: 


, 1 1 P 
” tnt = Zee 1 es ey lL 
(47a) w(t) = e**(1 2(an42)° 4nd dD Qntae te) 
v,,,(t) = 4n*-(4n?— 4)... (4n*— (2 — 2)*)-e-B0 
l 1 


a 68 a Se 
2-(4n— 2) 2-4...(2n—2)-2n Gn—2)...2n 


fy ; see, 

(47 b) 2 ° 2 2 

Vens1( #) = (2n+1)((2n+1) --1°)...((2n+1) — (2n—1) ) e~@nriie 
r 1 7 


ernit 





Sion 

Ut gage t+ oa aede dn OnFy 
Die Funktionen u,(t) besitzen also bei ungeradem n auBer der Periode 22, 
die denselben Wert von z ergibt, keine weitere Periode. Es versagt also 
in diesem Falle die Darstellung (8). Man erkennt aber aus den Glei- 
chungen (47) unmittelbar, daB man fiir groBe Werte von n setzen kann: 


(48a) u, (#) = (t)-e™, 
(48b) wv, (¢) = (2n+1)((2n +-1)°—1*)...((2n+1)’—(2n—1)*) w(t)-e nit. 


**) Wegen Bestimmung des inhomogenen Eaktors auf der rechten Seite vgl. 
C. Neumann, Theorie der Besselschen Funktionen, 1867, S. 8 ff. 
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wo »(t) und y(t) fiir alle endlichen ¢ unterhalb einer endlichen Schranke 





liegen. 
Machen wir nun den Ansatz: 
1 . 
(49) Fae Dou In(#) On (41), 


wo J,(z) die Besselsche Funktion 1. Art ist: 





50) R ) ane z" (1 z* P z‘ \ 
- n(2 ~ 9-4...2m \” 2-(2m4+2) * 2-4-(2n4+2) (Qn+4) " °°*/ 


und O,(z,) nach der Neumannschen Bezeichnung die J,,(z) zugeordnete 
Funktion bedeutet: 


‘ \ 1 oa mole — 2° i \ 
(5la) 0,4 (4%) = 7° \l —— rs re... ++)5 
‘an . 2n+1 4 @n+1)* . ((2n+1)*—1)(2n+1)*—8°) , 
(51b) O,,4,(2%,)=—- (14 +Eoto + , ae Ts soaks 
1 1 


so wird die Reihe (49), wenn sie tiberhaupt konvergiert, nur konvergieren, 
wenn e~*/: > e-** ist, wenn wir annehmen, da die Koeffizienten c, mit 
wachsendem n nicht beliebig klein werden. Nehmen wir nun an, die 
Reihe (49) konvergiere absolut und gleichmaBig fiir 6, > 6 (8, 8, positiv 
oder negativ), d. h. |z,| >|z!, so erhalten wir, wenn wir setzen: 


1 Zz 
we 3 
Z,-2 


n 








n+i1 
n=0 24 


mittels der Methode der Koeffizientenvergleichung: 


C>=1, ¢£=-&=...—=6,=...=2 


wie man sich mittels des Schlusses der vollstindigen Induktion leicht 
iiberzeugt. 
Aus den Gleichungen (48), (50) und (51) folgt, da8 fir grobe Werte 


von n gilt: 
Cc . 
J..(2)| Soa, |#1 > 
poomed ee (n= 2»), 


\O Zz l< , - (yr 
| a ( »)| C’.2-4... 2¥-(2»+1)|z,| (2¥+2) (n=2y+1), 


wo C und C’ positive, zwischen endlichen, von n unabhangigen Schranken 
liegende GréBen sind. 


Wir erhalten somit: 


Die E ao 


(49a) = J,(z)O,(z,) + 2 34, ()0, (4) 





z,-—2 
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hat Geltung, solange z < 2z,| ist, d.h. solange z im Innern des Kreises 
mit dem Radius 2, liegt. 

Aus der Formel (49) ergeben sich gema8 unseren Satzen II und III 
die C, Neumannschen Satze iiber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen 
komplexen Argumentes nach den Besselschen Funktionen und ihren zu- 
geordneten **). 


§ 7. 
Die Funktionen des elliptischen Zylinders. 


Die Funktionen des elliptischen Zylinders sind Lésungen der Diffe- 
rentialgleichung **): 


(52) 42(1 2) $4 +.2(1—22)$4 + (472+ B)y —0, 


wo 2; eine reelle feste Konstante und 8 den Parameter darstellt. Es ist also: 
P,(2)=42(1—2), P,(z)=2(1—22), P,(z)=afz. 


Die Differentialgleichung der Zugeordneten lautet daher (bei dem Ansatz 


, 
Se, U, (2) V,(2)): 
z, Zz a n 

n= 


d 


‘ , . dV, 52d, 
(53) 42,(1—z,) ‘+ 6(1—2z,) ie + t+ B—4)V, @,) =a, 


wo d, und c, Konstante bedeuten. 

Durch die Substitutionen: 
ne) *iwaite dent y (g.) oo eS we eM) 
(54 cf =costy, y=U.(9), Val) Sam = ayy, 


gehen die Gleichungen (52) und (53) tiber in: 


2'Us(9) + (23 c08*@ + 8)U,(9) =0, 
a’ W, . "ae oe 
pera + (Af cos* p + B)W,(~) =F = sin2e, 
oder, wenn wir cos? p = 1toeee | A, = 4a, 4° —B+ 8a? setzen: 
+ 
(55) a” + (8a*%cos2q + 4°) U,(~) =0, 


*) Vgl. |. c. S. 33 ff. 
) Vgl. F. Lindemann, Uber die Differentialgleichung der Funktionen des ellip- 
tischen Zylinders, Math. Annalen 22 (1883), S. 117—128; vgl. auch H. Schubert, Uber 


2 2 
die Integration der Differentialgleichung a + yt +k°U=0, Diss. Kénigsberg 1886. 
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a* W,(¢) 


+ (8a* cos 2m + a*) W,(9) = 8a? % sin 2p. 

Nehmen wir die Heineschen Funktionen erster Klasse, so ergibt sich 
aus der Bedingung, daB sie die Periode 2 besitzen, nach § 3: 
(57) A=2an4 2th 

Ferner sind die Bedingungen hinsichtlich der Normierung der Funk- 
tionen U.(q@) fiir groBe n erfiillt®’). Dagegen versagt hier wieder die 
Darstellung (8) fiir die Funktionen V,(z,), da cos*@ die gleiche Periode x 
wie die Funktionen U,(q) besitzt. Doch kann man sich in gleicher Weise 
wie fiir die Funktionen U,(q) asymptotische Werte verschaffen**). 


Es wird somit: 


(58) 





solange die Reihe auf der rechten Seite konvergiert. Wir bestimmen zu- 
nachst die Konstanten c,. Dies kann dadurch geschehen, da8 man i, = 0 
setzt (was erlaubt ist, da 4, nur fiir die Normierung der Funktionen 


U,,(z) und V,(z,) in Betracht kommt). Man findet so**): 
Co=t, C= O,=... Oo =... = 2s, 


daher wird: 


(58a) 





= i U,(z) Vo(z,) + 2¢_>' U,(z) V,(2,). 
n=1 


4-2 


Diese Darstellung gilt, solange die rechte Seite konvergiert, d.h. so- 
lange 8, > B (p=yw+ifP, vo, =v, +148,), solange also z im Innern der 
Ellipse liegt, die 8, = konst. entspricht und die auf der reellen Achse die 
Brennpunkte 0 und 1 hat. 


Aus der Formel (58a) folgen die in meiner Dissertation entsprechend 
unseren Satzen II und III aufgestellten Satze**) iiber die Entwicklung 


2) Vgl. J. Horn, 1. c. (2. Abh.) 8. 854 ff.; E. Lindsay, The elliptic cylinder functions 
of the second kind. Proc. of the Edinburgh math. soc, 33 (1915), 8. 2 ff.; G. N. Watson, 
The convergence of the series in Mathieu’s functions, ebenda S. 25 ff.; 8. Dhar, On the 
convergence of the solutions of the second kind of the Mathieu’s equation. Bull. of 
the Calcutta math. soc. 11. N. 4 (1919/20), S. 207 ff.; letztere Verfasser scheinen aber 
die viel friheren, umfassenderen Arbeiten von Heine, Lindemann, Horn, Blumenthal 
nicht zu kennen. Hierauf und auf einige damit zusammenhingende Fragen hoffe ich 
an anderer Stelle eingehen zu kénnen 

*) Vgl. meine Dissertation, 8. 21 ff. 

%) Vgl. meine Dissertation, 8. 35. 

3) 1. o. 8. 36 ff. 
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einer willkirlichen Funktion nach den Funktionen des elliptischen Zylinders 
fiir komplexe Argumente. Ebenso folgen entsprechend § 5 gewisse Integral- 
eigenschaften der Funktionen des elliptischen Zylinders und der zugeord- 
neten Funktionen. 


§ 8. 
Die Hermiteschen und Laguerreschen Funktionen), 
1. Die Hermiteschen Polynome: 


a—1 


a we (—% * 1-8-5...0(2—*> 42+...) 
(59) H,(2)=(—1) e® 7 (e *) = ‘ 
(—1)*1-8-5...(m—1)(1—-*+. 
ungerade | _ 
wenn 7 gerade ist, 


sind Lésungen der Differentialgleichung: 
. a dy | 
(60) se —2getny=0. 
Es wird also 
P,(z)=1, P,(z)=—2z, P,(2z)=9; =n. 
Die Gleichung der Zugeordneten lautet daher: 


d* Vn (2s) dV. (4) 
dz, 


(61) at +(n+1)V,(2,)=0, 


die durch die Substitution: 


(62) V,.(%,) =e , v,,(2,) 
iibergeht in: 
a” v, (£,) dv, (2, ) as 

(61a) << pee. dz, + *%(%) = 0. 

Die Substitutionen (2) ergeben: 

2 
(63) y=e ‘u, t=2z 
und Gleichung (60) geht iiber in: 
2 d*u 1 t* 

(64) <e+(n+3-4)u=0. 


*) Wir werden uns hier im wesentlichen auf die Angabe der Resultate be- 
schrinken; es wird spater eine ausfiihrliche Abhandlung dariber erscheinen. Diese 
Untersuchungen bildeten den Gegenstand meiner Habilitationsschrift, die im W. S. 
1921/22 der philosophischen Fakultaét (II. Sekt.) vorgelegen hat. 


) 
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Aus dieser Gleichung folgt nun unmittelbar: 


+o 2 : 0 fir m+n, 
fe"* y(s)H,(2)d2 =| 


—@ 


V22n! fir m—n, 


wobei der Integrationsweg ganz beliebig ist. Fiir die zugeordneten Funk- 
tionen folgt daher aus (8): 


+o _# 
2 

(65) Ate ik Hs(*) ge. 
= 4 z,-2 


Es zeigt sich nun, da8 V,(z,) verschiedene Werte hat, je nachdem der 
Integrationsweg den Nullpunkt oberhalb oder unterhalb umlauft. Die 
Untersuchungen des § 3 lassen sich auch ohne weiteres durchfiihren. So 
ergibt sich die Entwicklung: 


(66) = = x4, (2) V,( 


die giiltig ist, solange = iz)|< R(tz,) , d. h. solange z im Innern des 
Parallelstreijens R(iz,) = + f, liegt. 


Sei nun f(z) eine prrvic de regulére Funktion von z innerhalb des 
Flachenstreifens R(tz,)= + f,, die die Bedingungen erfiillt: 
1. lim| f(z)z-1;=0, wenn |R(iz)' <A,. 


+a+if, 


2. Jedes der vier Integrale je ) dz, ist absolut konvergent. 


+tPy 
Wahlen wir als Integrationsweg L die Geraden: 
R (62,)= FA,, 


und zwar soll er links bei der zweiten Geraden beginnen und sich von 
rechts in der ersten fortsetzen. Dann ist: 


i Fie |: 
sri) £2 as, = 102) 
L 


Aus (66) folgt dann unmittelbar: 
I. Fiir jede innerhalb L reguldére Funktion, die obige Bedingungen 
1., 2. erfiillt, gibt es eine Entwicklung: 
f(z) =a, H,(z)+ 4, H,(z)+..., 


welche fiir alle Punkte innerhalb des von L begrenzten Flachenstreifens 
giiltig ist. Die Koeffizienten a, bestimmen sich aus: 











V0. Ve ik. 


a, = Fy | 5a) V,,(z,) dz,. 
i 


Jede solche Entwicklung kann beliebig oft nach z differentiiert werden. 

II. Ist f(z) eime in den von den Geraden Ri(iz)— +, bew. 
R(tz,)— +f, begrenzten Flachenstreifen regulire Funktion, die auBer- 
dem die Bedingungen 1. und 2. erfiillt, und die weitere Bedingung, 


+e +tp 
daB die Integrale f (2) H,(2) dz absolut konvergieren, so gilt die Dar- 
+f 
stellung: 
f(z) =a, H,(z) + a, H,(z)+... 
+ b, V,(z)+56,V,(2)+..., 
wo ist: 


! fis) 1 
w= gal Ma) Vale), b, = shy | fa) Hy(%) day. 
. 3 


(M bedeutet die Geraden R(iz)— + ,, J die Geraden R(iz)=— + Pf.) 
Jede solche Entwicklung kann beliebig oft nach z differentiiert werden. 
2. Die Laguerreschen Polynome 
ie a rg rs z \ , | a 
(04) wide aaien ts oe 
‘Lesitliiele ah ‘ued )* — 2 


n! 


in st! 


= 
—1) (a — 





(—1) 


sind Lésungen der si oakienne 
z d'y 


d 
qz2 + (1-2) J 4ny =0. 


(68 ) 7 





Es ist also: 
P,(z)=2, P,(z)=1—z, P,(2)=9; =n; 
und die Gleichung der Zugeordneten lautet: 


, a*V,, (2, a V, (2, 
(69) x, SAY + (1 + 2) 


letztere geht durch die Substitution: 





+(n+1)V,(2,) = 0; 


V,(2,) =e-*-v, (z,) 
iiber in: 


(69a) z, v,(z,) + (1 —2,)v,(2,)-+nv,(z,)=0. 
Durch die (2) entsprechenden Substitutionen: 


e* PEE. 
Vz 
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geht (68) tiber in: 


a*u 1 1 t* 
(70) att (*+ a+ a9 — 7g) ¥= 0 


Aus dieser Gleichung ergeben sich leicht die Integraleigenschaften: 


:' 0, wenn m+n, 
(71) fe-1,(2)L,(2)d2 =| 
6 1, wenn m=n, 
wo der Integrationsweg ganz beliebig sein darf. Es wird daher nach (8): 
(72) V,, (2) = f Slay, 


0 


dies ist wieder ein vom Integrationsweg abhingiges, unendlich vieldeutiges 
Integral. Es zeigt sich, daB die asymptotischen Darstellungen des § 3 
sich auch fiir die Funktionen DZ, (z) und V,(z,) durchfiihren lassen. Ze 
gilt daher die Entwicklung: 


(73) z, +_ =) L,(2) V,, (2), 


solange Ki(iVz)|<|R(tVz,)| ist,d.h. solange z im Innern der R( it) = B, 
entsprechenden Parabel liegt. 

Ist nun f(z) eine willkiirliche regulare Funktion von z innerhalb der 
Parabel R(2iVz)=B,, die auBerdem die Bedingungen erfiillt: 

1. lim | C=) | =0, wenn R(2#Vz) <8,. 


(jae! * | 
2. Jedes der Integrale Ke) erstreckt iiber den einen oder andern 
Parallelbogen 9% (2i Vz) == 8,, konvergiert absolut, so folgt aus (73): 
(I) f(z) = gt, | de, = Da, L, (2), 


 QutJ 24-2 
L n=0 


wo als Integrationsweg die Parabel R(2iVz) =, zu wahlen ist und die 
Konstanten a,, sich bestimmen durch die Formel: . 


a,, _ gi £2) V,,(z,) dz,. 


Jede Entwicklung (1) kann beliebig oft nach z differentitert werden. 

Ist f(z) eine willkiirliche innerhalb des von den beiden Parabeln 
R(2iV2z,)— B,, R(2iVz,) — B, begrenzten Flachenstiickes regulire Funk- 
tion von z, die die obigen Bedingungen 1. und 2. erfiillt und die weitere, 
daB die beiden Integrale f f(z) L,(z)dz, erstreckt tiber den oberen oder 








316 0. Volk. Entwicklung nach Integralen linearer Differentialgleich. zweit. Ordn. 


unteren Parallelbogen (24 Vz,) = 8, absolut konvergieren, so wird nach 
III des §1: 


(IT) f(z) = >’ a, L, (2) + >’ b, V,(2), 
n=0 a=0 


wo die Koeffizienten der Entwicklung bestimmt sind durch: 
o, ay | f(a) V,,(2,) dz,, b,, = aig | £2) Pal) de, 
. R) 


Jede solche Entwicklung kann beliebig oft nach z differentiiert werden. 


Aus den Satzen (I) und (II) ergeben sich leicht entsprechend den 
Formeln des § 5 einige Integraleigenschaften der Hermiteschen und 
Laguerreschen Funktionen. 


(Eingegangen am 30. 1. 1922.) 




















Das statische Gravitationsfeld zweier Massenpunkte 
in der Einsteinschen Theorie’). 


Von 
E. Trefftz in Aachen. 


1. Problemstellung. 


Eines der schénsten Resultate und vielleicht die starkste Stiitze der 
Einsteinschen Gravitationstheorie ist die Erklarung der Anomalie in der 
Perihelbewegung des Merkur durch die Raumkriimmung, die die Masse 
der Sonne in ihrer Nahe erzeugt. Mathematisch lauft die Sache darauf 
hinaus, das Gravitationsfeld eines Massenpunktes zu bestimmen, der in 
einen Euklidischen Raum gewissermaBen eingebettet ist, d. h. es sind die 
Feldgleichungen der Gravitationstheorie fiir den speziellen Fall der Kugel- 
symmetrie zu lésen (der Koordinatenanfang wird in den Massenpunkt 
gelegt), wobei als Randbedingung erginzend gefordert wird, da8B in groBer 
Entfernung die Koeffizienten des Linienelementes in die gewohnliche Eukli- 
dische Form iibergehen. In dieser Fassung der Aufgabe liegt insofern 
etwas der Relativitatstheorie Fremdes, als diese Forderung fiir das unend- 
lich Ferne nur dann zu rechtfertigen ist, wenn man annimmt, daB die 
Euklidische MaSbestimmung in geniigender Entfernung von der Sonne 
eine Wirkung der weit entfernten Fixsternmassen ist. Das Gravitations- 
feld wird also gewissermaBen auf ein relativ zu den Fixsternen ruhendes 
Koordinatensystem bezogen. 

Ich stelle mir deshalb im folgenden die Aufgabe, das Gravitationsfeld 
zweier Massenpunkte zu bestimmen. Um die Notwendigkeit zu umgehen, 


‘) Ich beziehe mich auf die folgende Literatur: Einstein, Die Grundlagen der 
allgemeinen Relativitétstheorie, Ann. d. Physik 49 (1916); Spielen Gravitationsfelder 
im Aufbau der materiellen Elementarteilchen eine wesentliche Rolle? Sitzungsber. d. 
Kgl. PreuB. Akademie der Wissensch. 1919; Erklaérung der Perihelbewegung des Mer- 
kur aus der allgemeinen Relativititstheorie, ebenda 1915. — Schwarzschild, Uber das 
Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie. Sitzungs- 
berichte der Kgl. PreuB. Akademie der Wissensch. 1916. 
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besondere Randbedingungen im ,,raumlich Unendlichen“ anzunehmen, wo- 
durch meines Erachtens immer etwas Nichtrelativistisches in die Theorie 
hineingebracht wird, setze ich von vornherein den Raum als endlich vor- 
aus, derart, daB das Gebiet, fiir das die Feldgleichungen zu integrieren 
sind, nur durch die Oberflachen der beiden Massen begrenzt wird. Mathe- 
matisch driickt sich das darin aus, daB wir solche Koordinaten einfiihren, 
die in diesem ganzen Gebiete einen endlichen Bereich von Werten durch- 
laufen; fordern wir dann, da8 die g;, fiir alle Koordinatenwerte endlich 
bleiben, so ist darin die Endlichkeit des Raumes enthalten. Es ist das 
offenbar die einfachste Annahme, die wir iiber den Zusammenhang des 
Raumes machen kénnen. 

Auf dieser Grundlage gelingt es, unsere Aufgabe auf den kugelsym- 
metrischen Fall zuriickzufiihren. Die Rechnung wiirde sich dann nicht 
von der Schwarzschildschen unterscheiden, wenn wir ihr die Einsteinschen 
Gleichungen in ihrer urspriinglichen Gestalt 


R,;, = 0 


zugrunde legen wiirden. (R;, = einmal verjiingter Riemannscher Kriim- 
mungstensor.) Da wir aber den Raum als endlich vorausgesetzt haben, 
so kénnen wir nicht erwarten*) — und dieser Zweifel wird durch die 
Rechnung bestitigt ~-, da8 wir mit den Gleichungen in dieser Form zum 
Ziele kommen. Ich habe deshalb die Rechnung fiir die letzte Form der 
Einsteinschen Gleichungen: 


(1) Ry — + Pon = 
durchgefiihrt (R = skalare Kriimmung). 

Wir stellen uns also die Aufgabe, das statische Gravitationsfeld 
zweier kugelférmiger Massen zu bestimmen, d.h. die Gleichungen (1) zu 
integrieren. Um dieser Integrationsaufgabe eine bestimmte Gestalt geben 
zu kénnen, fiihren wir in folgender Weise passende Koordinaten ein: Wir 
denken uns in einer Ebene die Kreise gezeichnet, die durch die beiden 
Punkte C, und C, gehen und mit der Verbindungslinie C, — C, die Win- 
kel # bilden (siehe Figur); ferner die zu diesen Kreisen orthogonale 
Kreisschar, deren Kreise wir durch einen Parameter x kennzeichnen. Nun 
lassen wir die Ebene um CO, — C, rotieren und erhalten die dritte Koordi- 
nate in dem Winkel ~, den die Ebene bei der Rotation mit einer Nullage 
einschlieBt. Bei dieser Rotation beschreiben die Kreise z = konst. Kugeln. 
Die Kugeln z=—ay, und =—2Zy, seien die gegebenen kugelférmigen 
Massen M, und M,. zx, 8, » und der Zeitparameter ¢ seien die Koordi- 


*) Vgl. die Ausfiihrungen Einsteins in der in FuBnote *) an zweiter Stelle ge- 
nannten Arbeit. 
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naten, fiir die wir die Gleichungen (1) integrieren. Aus Symmetrie- 
griinden folgt dann die Unabhingigkeit des Feldes von y. Wir suchen 
also eine Lésung, die 


von m und — weil wir | 
das statische Feld be- a 
stimmen wollen — auch S, 

om 


von ¢ unabhiangig ist; in 
% soll sie periodisch sein 
und fiir ty, 2S zy, 
den iiblichen Bedin- 
gungen der Stetigkeit 
und Differenzierbarkeit i , 
geniigen. Das sind ge- 
nau die gleichen Bedin- 
gungen, die wir im kugel- 
symmetrischen Falle ha- 
ben, wenn wir z, # und » 
als spharische Polarkoor- | 
dinaten auffassen. Dem- 
gem&B machen wir fiir das 
Linienelement denAnsatz: 


ato 























(2) dse*=f,(x)dt® — f,(a)dx* — f,(x)dd* — f,(x)sin* bdg*. 


Die Entstehung dieses Ansatzes kénnen wir uns auch folgendermaBen klar 
machen: Die Gleichungen (1) sind unabhangig von der Wahl des Koordi- 
natensystems, oder wie wir auch sagen kénnen, von einer beliebigen Ab- 
bildung des Raumes. Nehmen wir also (Euklidisch gedacht) eine Trans- 
formation nach reziproken Radien vor, durch die der Punkt C, ins Un- 
endliche gebracht wird, so gehen unsere Koordinaten in gewdhnliche 
spharische Polarkoordinaten iiber, die Oberflachen der Massen werden 
zwei konzentrische Kugeln, und das Problem ist auf den kugelsymmetri- 
schen Fall zuriickgefiihrt. 


2. Integration der Gleichungen FR, — + Gin R = 0 fiir den 
kugelsymmetrischen Fall. 


Zur Integration der Gleichungen (1) setzen wir zunichst in der 
iiblichen Weise z, = 2, 2, = 0, x, =, 2, =t, womit das Linienelement 
die Gestalt: 


(2’) de® =f, (x,)da? — f, (x,)da? — f, (x,) da? — f,(z,)sin*z, dz} 
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erhalt, also von den g,, 


(3) gu=—fil%), Ge2=—h(%)> Gs=—f@,)sin*z,, 94=f,(%,) 
wird und die g;, mit gemischten Indizes verschwinden. 

Die Komponenten des Gravitationsfeldes I’,, die bis auf das Vor- 
zeichen mit den Christoffelschen Drei-Indizes-Symbolen {“”} iibereinstim- 


a 
men, werden allgemein bei orthogonalen Koordinaten nur dann von Null 


verschieden, wenn mindestens zwei der Indizes iibereinstimmen, und 
zwar wird: 


1 9, . 1 %9,, P 1 29,, 
n= —s a 9 Due = —: > ’ Ce =5-—- . ; 
29,, O%» 29,, 0% 29 uy O%m 
also in unserem Falle 
wa 1 hi 1 he ie a “ if 
Pu=- 27° Ty, ° + oF Ty3= + y 7 sin'e,, Pu=—- dF, 
lf 
Tis = — 37” Ty, = sin x, cos &, 
(4) if! 
3 3 
ls — a7 I; = — cotz, 
oe lf, 
ry =- Oe 


Die iibrigen werden Null, die Striche bedeuten Differentiationen nach 


z,=2a. Die Komponenten R;, des einmal verjiingten Riemannschen 
Kriimmungstensors werden: 


A SUPERS 2 Be ae ae, Oi h\ , (h\") 
By = — yam (f) + 2am (ft ey +h) + alle) +2(2) +4) | 
itl(hi oh ih 
~aR(et2g4 ), 
(5) _ila (f) ay. MOE, Ata at i. fr) 
2dz,\f,/" 2fh ThA he hP 


_.. i ee oe K(f tly + 
™ tae (ft) ' 2 hh 4 f, parti), 


die R,, mit gemischten Indizes werden Null*). 


R,, 

b a 
R,, = R,, sin* z,, 
Ry, 


Fir die weitere Rechnung kénnen wir uns, da die zu bestimmenden 
Funktionen /,, f,, f, nur von z, abhiangen, von vornherein auf die ,,Aqua- 
torebene“ xz, = 2/2 beschrinken. (Auch ohne diese Vereinfachung wiirde 

*) Ich verzichte auf die vereinfachende Annahme |g|=1 der ersten Einstein- 


schen Arbeiten. Damit wird die Einfiihrung der Schwarzschildschen Koordinaten 
2, = 2/3, x, = coed iiberfliissig. 





a 





W 


awe . Fe ze 
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sich x, im Laufe der Rechnung von selbst fortheben und das gleiche Er- 
gebnis herauskommen.) Ferner ist es zweckmaBig, die GréBen: 
(6) q=filt,» qe = falfe = filf, 


einzufiihren. Dann wird: 

1d (f, wT wee " 

sae (f)— ahh AG + %%)s 
und wir erhalten 


ee ee 


J 1, ! 2 1 ‘ 
_ 2 da, \“% )+ 4(ai + 293 + a) — 7% (9, +245 +)» 





a 1 dq ] 1 , 
(7) Ry = By = Bf 5 Ft — 5 + Zhu +2u4+4)}—1, 
id 1 1 it } 
Ry, ™ — B{5 se TUN + FUG + 2G +H )F- 
Wegen der allgemeinen Kovarianz der Gleichungen (1) kénnen wir statt 
x, (fiir das wir wieder einfach x schreiben) eine beliebige Funktion von 


x einfiihren, d.h. wir kénnen z. B. f,(#) = 1 setzen, womit g, = 0 wird. 
Damit vereinfachen sich die R;, zu 


a, 1 
Rk, = 7 Fae tae tqM: 
fefidg 1 
(8) R,, = Rss aa Sas 5% + +7%%}— 1, 


«fi dg, 
Ry _ t+ eat a}. 


Setzen wir diese Werte in die ection a (1) hes (wo % im Falle 


orthogonaler Koordinaten gleich Py R,, + =, Bes + R,, += 
1 


, wird), 
so erhalten wir: 


, , 1 9 l oy ¢ 
29. +H +z + TU — HU + Af, = 9, 
, i ] o 1 2 
(9) —GQ+5u—9U — 2/f, = 9, 
, , 3 4 1 
24; —% + 7% — FU — UN — 2h =. 


Von diesen Gleichungen mu eine eine Folge der beiden anderen sein; 
in der Tat ist die mittlere Gleichung die halbe Differenz aus der ersten 
und letzten. Addieren wir die ersten beiden Gleichungen und nehmen 
die zweite dazu, so erhalten wir die beiden unabhangigen Gleichungen 
(10’) 24, +4 — %% = 9, 

” , 1 l 2 
(10 ) %+eh — 5% + 2/f, =. 


Mathemuatische Annalen. 86. 21 
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Fiir die weitere Integration nehmen wir zunachst den Fall zweier 
gleichen Massenpunkte vorweg. Aus Gleichung (10’) folgt namlich, da8 g, 
entweder iiberall oder nirgends Null ist. Ist es namlich an irgendeiner 
Stelle Null, so ist g, 0 eine Lésung von (10’) und bekanntlich die ein- 
zige, denn g, bleibt iiberall endlich, weil f, stets positiv ist. Nun ist 
de = alfa, @8 folgt also, daB f,, wenn es nicht konstant ist, jedenfalls 
bestindig zunehmen oder bestindig abnehmen muB. Haben wir nun zwei 
gleiche Massen und legen den Punkt z= 0 in die Mitte, so folgt aus der 
Symmetrie, daB fiir z—0 g,—0 sein mu8. Also ist in diesem Falle 
f, = F, =konstant. Setzen wir dies in (10”) ein, so folgt fir g, 


’ 1 
G+ zu = — 2/F,, 


woraus wir durch Integration: 


ne tg -—~ 
VF. vr, 
und 
f, = F,cos* "A (F, = Integrationskonstante ) 
V¥s 
erhalten. 


Damit ist das Gravitationsfeld im Falle zweier gleichen Massen be- 
stimmt. Wir bemerken, da8 es wesentlich ist, da8 wir die Gleichungen 
R,, —39;,R =0 benutzt haben. Die urspriinglichen Einsteinschen Glei- 
chungen R;, = 0 lassen naimlich eine zu z = 0 symmetrische Lésung nicht 
zu. Ware namlich fir z=0 g,—0, so wiirde genau wie oben aus 
R,, = 0 fiir alle Werte von z g,=0 folgen (siehe dritte Gleichung (8)), 
dann durch die gleiche SchluBweise g, = 0 (erste Gleichung (8)), was zu- 
sammen der Gleichung R,, = 0 (zweite Gleichung (8)) widersprechen wiirde. 

Die Integration der Gleichungen (10’), (10”) im allgemeinen Falle ver- 
schiedener Massen erhalten wir am einfachsten, wenn wir statt f, und f, 
die neuen Unbekannten 


(11) w,=Vf, und w,=V*, 
einfiihren. Es wird dann 
pif ,_ lf, 
Ww. =35-—> => ? 
2 Vi, *  3Vf 
wt wail snot 
(12) qs fe aa q ‘ —20 
ss w.' wl? , wif! wi? 
g- aa, g¢-at— ast, 
‘ 1 P wl! cS 1 ” 
% +59: = = G% +592 =25. 
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Damit wird (10’) 


, 
w,’ wy w; 


4 Ay Wy _— 
oder integriert 
(13) w,=C,w; (C, = Integrationskonstante). 
Die Gleichung (10”) wird dann 
3 
w;’ Wy os 
e-9B+a- 
oder 
2 
wy” wy Be 
~ oa (=) +o = 9. 
Schreiben wir dies 
wiws’ — w;? = — w}, 
so liefert eine direkte Integration 
(14) wiws —w,w,?=—w,+C, (C, = Integrationskonstante). 
Multiplizieren wir (14) mit ur? 8 ergibt sich 
wi d (wi) wf wt 
Ste (a) — SE 


und durch abermalige Integration 


(15) 5 (=) = — ~ srt C, (C, = Integrationskonstante ), 
2 ea 2 
d. h. 
w,* =1— t+ 20,08 


Das Resultat dieser Integration erhalten wir am einfachsten in Para- 
meterform, indem wir w,, wofiir wir einfach w schreiben, als Parameter 
beibehalten. Es wird dann mit anderer Bezeichnung der Integrations- 
konstanten : 








z= dw 
Vi+5+ Bw? 


fe — w*, 


f, =07(1+44 Bw’), 


(16) 


3. Bewegung eines Massenpunktes im statischen Felde der beiden Massen. 


Befindet sich auBer den beiden Massen M, und M, noch ein Massen- 
punkt (Planet) P im Felde, dessen Masse so klein ist, daB sie das Feld 
nicht beeinfluBt, so bewegt sich dieser lings einer geoditischen Linie der 


vierdimensionalen Welt. Wir integrieren zunichst den Spezialfall # — 2 2, 
21* 
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d. h. die Bewegung in der ,,Aquatorebene“, und werden dann sehen, daB 
durch passende Wahl der Koordinaten der allgemeine Fall auf diesen 
Spezialfall zuriickgefiihrt werden kann. 


Die Gleichungen der geodatischen Linie in der vierdimensionalen Welt 











F ad’ xa VYrna Gin dz, 
a) o— Srz.eee 
. ; ‘ dé 

werden in unserem Falle, mit # = 2/2, = 0 

, d*z 1f,(dy\’ 1 f, (at\ 
(18) Ter apa) — 37 (a 

” d*» fe dz dq 
(a8 ) det ~~ f, dads 

um d*t => ff, dawdt 
(18) de’ ~~ fae ds? 

m (dt\”  .(da\* . (dg\ 
(18) 1=f,(5) —#($2) -4(2)- 


Die beiden mittleren Gleichungen liefern durch direkte Integration die 
beiden intermediaren Integrale 


. t 
(19) f= =w = konst., f, . = y = konst. 


Eliminieren wir dt und ds mit Hilfe von (19) aus (18”"), so erhalten 
wir die Differentialgleichung der Bahnkurve 








) _7_wt(d2)_ ot 
eta pd f: \de fe 
oder 
Vi,da 
21 = of $ —. 
\ , : Vis (7*f, — @* f,— fal) 


Auch diese Gleichung lésen wir am besten in Parameterform, indem wir 
w=Vf, als Parameter nehmen und (13) und (16) beriicksichtigen; wir 
erhalten 








leo 
p=O,0f = ~ ——, 
J Vy2wt— CF (@? + w*) (w* + Aw + Bw*) 
(22) . 


du 
+— |= —. 
Vi+—+ Bu 


Eine besondere Betrachtung erfordert hier der Fall zweier gleichen Massen- 
punkte, fiir den, wie wir sahen, /, =F, = konstant wird, so daB Vf, 
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nicht als Parameter genommen werden kann. Legen wir den Punkt z = 0 
wieder in die Mitte zwischen beide Massen, so wird 


fy = F,=konst., f,= FP, cos* =. 


vF, 


Setzen wir dies in (21) ein und integrieren, so ergibt sich 





a — - y?F,—F,(w?+F,) . (¥F,+o* 
(23) a” VF, =-y Fiio*+F) 2 sin ( 7 (9 to 0) 


(~, = Integrationskonstante ). 





Die Bahnkurven liegen also vollstaéndig symmetrisch zu den beiden Massen 
M, und M,. Aus dieser Symmetrie des allgemeinen Integrals folgt, da8 
die unsymmetrischen Kreisbahnen z = 2, = konst., die man erhilt, wenn 
die Integrationskonstanten der Gleichung 


y?F, = (w?+ F,)F, con? 


geniigen, instabile Bahnen sind. 


4. Diskussion der Resultate. 


Das wesentliche Resultat unserer Betrachtung ist eigentlich schon in 
der Koordinatenwahl und dem Ansatze fiir das Linienelement enthalten. 
DaB die nachfolgende Rechnung nicht iiberfliissig war, zeigt der Umstand, 
da8 wir fiir den Fall gleicher Massen aus den urspriinglichen Einsteinschen 
Gleichungen keine symmetrische Lésung erhalten konnten. In der Rechnung 
liegt also erst die Bestatigung des Ansatzes. Als Resultat erhalten wir nun 
das Folgende: Alle Kurven, fiir die # und » konstant sind, also nur z 
variiert (in der Figur die Kreise durch C, und C,), sind in dem drei- 
dimensionalen Raume kiirzeste Linien (wir bezeichnen solche als ,,geodatische 
Raumkurven“ zum Unterschied von den ,,geoditischen Weltlinien“ des vier- 
dimensionalen Raumes, die die Planetenbahnen sind); sie haben zwischen 
M, und M, alle die gleiche Lange. Das kénnen wir auch folgendermaBen 
aussprechen: ziehen wir von M, aus die geoditischen Raumkurven, welche 
auf der Oberfliche von M, senkrecht stehen, so miinden sie saémtlich bei 
gleicher Lange normal auf der Oberfliche von M,. Ein Beobachter auf 
der einen der beiden Kugeln wiirde also die andere Kugel als Himmels- 
kugel iiber sich erblicken. Im Falle gleicher Massen hiatten die beiden 
Kugeln ,,Erdkugel“ sowohl als ,,Himmelskugel gleiche Oberflache 42 F,, 
desgleichen alle dazwischen liegenden konzentrischen Kugeln. Am ein- 
fachsten iibersieht man alle Verhiltnisse, wenn man z, # und @ als 
sphiarische Polarkoordinaten auffaBt, d.h. den Raum auf den Zwischen- 
raum zwischen zwei konzentrischen Kugeln abbildet. So erkennen wir 
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auch, da8 wir die Koordinaten stets so legen kénnen, daB die ,,Aquator- 
ebene“ durch einen vorgegebenen Punkt geht und eine vorgegebene Richtung 
enthalt. Bewegt sich also ein Planet im Felde, so kénnen wir stets voraus- 
setzen, da8 seine Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit in die Ebene 
& = 2/2 fallen; die Rechnung des vorigen Abschnittes zeigt dann, daB er 
dauernd in dieser Ebene bleibt. In dieser ,,.Ebene“ liegt stets auch die 
Masse M,, weil jede von M, ausgehende geoditische Raumkurve M, trifft. 
Es fihrt also zu keinem neuen Resultat, wenn wir die Bewegungen in 
verschieden orientierten Ebenen untersuchen, da sie in allen Ebenen die 
gleichen sind. 

Es gibt auch keine Rotation von P um die Verbindungslinie von M, 
und M,, denn es geht durch jeden Raumpunkt eine kiirzeste Verbindung 
von M, und M,. 

Es wird ferner eine Selbstverstandlichkeit, wenn wir die Gleichwertig- 
keit einer Rotation von P relativ zu M, und M, mit einer Rotation von 
M, und M, relativ zu P feststellen, denn die letztere ist nicht anders 
zu definieren als dadurch, daB hierbei der Punkt P relativ zu dem von 
M, und M, mitgefiihrten metrischen Felde eine gleichférmige Rotation 
ausfiihrt. Es ist demgemaB8 auch nur ein Unterschied der Ausdrucksweise, 
ob wir uns eine Zentrifugalkraft, die die Entfernung von P zu M, und 
M, konstant halt, durch Rotation von P um M, und M, oder durch 
Rotation von M, und M, um P entstanden denken. Ausdriicklich be- 
merken wir noch, daB im Rahmen unserer Untersuchung eine Rotation 
von M, um M, und P nicht betrachtet werden kann, d. h. eine solche, 
bei der der Planet P stets auf der gleichen, von M, ausgehenden geo- 
datischen Raumkurve liegt, bei der aber nicht standig die von M, aus- 
gehenden geodatischen Raumkurven in die gleichen materiellen Oberflichen- 
teilchen von M, miinden wiirden. Diese Bewegung, die wir auch als eine 
Rotation von M, um sich selbst bei festgehaltenem M, und P auffassen 
kénnen, ist ,,nicht-statisch“. 


(Eingegangen am 15. 9. 1921.) 














Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft 
fiir das Jahr 1924. 


Der GauBsche Algorithmus des _ ,,arithmetisch-geometrischen Mittels“ 
kann dahin verallgemeinert werden, daB an Stelle der beiden Mittel- 
bildungen irgend zwei Funktionen g und wy von zwei Veranderlichen treten. 
Man kommt auf diese Weise, ausgehend von zwei beliebigen Zahlwerten 
x und y, auf zwei unendliche Folgen 


@, Gi, Gis Ga -- 
Y> Yr» Yor Yar ++» 
welche durch die rekurrenten Gleichungen 


In = P (Sn—15 Yn-1) 
Yn = VY (Zn-15 Yn-1) 
beherrscht sind. Im allgemeinen werden dann keine Grenzwerte jener 
Folgen existieren, wahrend doch die Folgen selbst besondere Eigenschaften 
besitzen kénnen. 
Die Gesellschaft wiinscht: 


Die Untersuchung der genannten Folgen fiir irgendwelche einfache 
Funktionen pp (z,y), und w (x;y), wobei namentlich auch eine indepen- 
dente Darstellung der rekurrent definierten Glieder der Reihen ins Auge 
zu fassen ware. 

Einlieferung bis zum 31. Oktober 1924; Preis 3000 Mark. 


Die Einsendungen sind, in deutscher, lateinischer oder franzdsischer 
Sprache geschrieben, mit einem Kennwort versehen und von der Angabe 
von Namen und Wohnort des Verfassers in versiegeltem Umschlag be- 
gleitet, an den Archivar der Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft, Uni- 
versitatsbibliothek in Leipzig, zu richten. 


(n= 1,2, 3,...) 











Ernst Abbe-Gedichtnis-Preis. 


Die Carl Zeiss-Stiftung in Jena hat gelegentlich der Deutschen Mathe- 
mathiker- und Physiker-Tagung in Jena (September 1921) die Stiftung 
eines Ernst Abbe-Geddchtnis-Preises zur Férderung der mathematischen 
und physikalischen Wissenschaften und deren Anwendungsgebiete bekannt 
gegeben. Es sollen alle zwei Jahre die Zinsen von 100000 Mark fiir her- 
vorragende Leistungen in den oben genannten Gebieten nach den Vor- 
schlagen von Fachausschiissen verliehen werden. Diese fallige Summe 
kann jedoch in jedem einzelnen Falle durch besonderen Beschlu8 der 
Carl Zeiss-Stiftung erhéht werden, da die Bestimmung getroffen ist, dab 
auch das Kapital selber im Laufe der Jahre aufgebraucht werden kann. 
Dem Preise soll eine Ernst Abbe-Geddchtnis- Medaille beigegeben werden, 
die auf der einen Seite das Bildnis Abbes, des Begriinders der Carl Zeiss- 
Stiftung, zeigt, auf der anderen Seite das Verdienst des Empfangers mitteilt. 

Zur Ausfiihrung sind folgende Fachausschiisse gebildet worden: 

a) fiir Mathematik: Fricke (Braunschweig), Koebe (Jena), Weyl 
( Ziirich), 

b) fiir Physik: Lenard (Heidelberg), Sommerfeld (Miinchen), 
M. Wien (Jena), 

c) fiir angewandte Mathematik und Physik: Hecker (Jena), Prandtl 
(Géttingen), Zenneck (Miinchen). 

Die erstmalige Verleihung des Preises soll fiir Mathematik Ende des 
Jahres 1924, fiir Physik 1926, fiir angewandte Mathematik und Physik 
1928 erfolgen. Die einzelne Preissumme wird 10000 Mark betragen, kann 
aber nach oben Gesagtem unter Umstinden auch erhéht werden. Bei der 
Entscheidung des Preisgerichts sollen nicht nur solche Arbeiten, die erst 
nach dieser Bekanntmachung erscheinen, sondern auch friihere Arbeiten in 
Betracht gezogen werden. Besondere Bewerbung ist nicht erforderlich. 











